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Zaklady tenzorového poctu

M. Gintner

Vektorovy priestor V: Mnozina prvkov (vektory), na ktorej je definované ich séitanie a ich
nasobenie realnym cislom tak, ze plati:

1.Va,beV :d+b=>b+a,

2. Va,béeV (i+b)+é=a+ (b+0),

A YaeV:1-d=a,
5. Vae Vo, € R: a(fd) = (af)d,
6. VieV,a,f €R: (a+ pB)d = ad+ fd,

7.Va,beV,a € R:a(d+b)=ad+ab.

Linedrna kombindcia vektorov.

Linedrna (ne)zavislost’ vektorov.

Baza vektorového priestoru {é,...,é,}:

e ¢; — nezavislé vektory,

e Vi € V mozno vyjadrit’ ako linedrnu kombinéciu vektorov bazy,
n .
T=az'éi+... 42", =) ', (1)
i=1

2" — suradnice vektora 7.
Einsteinova sumacna konvencia:

n
> a'e; — 2'e; (2)

=1

e vietky bézy priestoru V' maju rovnaky pocet prvkov (n = dimenzia V).



Linedrna forma (kovektor): redlna funkcia f na V', pre ktoru plati
LVZgeV: f(Z+y) = f(@)+ f(Y),
2. Ve V,aeR: f(aX) = af(T).

Dualny vektorovy priestor:

e Mnozina vsetkych linedrnych foriem na V' tvori vektorovy priestor. Naozaj, ak priestor
vsetkych linearnych foriem oznac¢ime V', potom

1.Vf,geV :h=f+geV,
2.VfeV,aeR:k=afeV.
Priestor V sa nazyva dualnym vektorovym priestorom k V.

e Priestor V mé rovnaku dimenziu ako priestor V' a mozeme na iiom zvolit’ bazu { f*}I ,, takze
kazdu linearnu formu f € V modzeme vyjadrit’ ako superpoziciu

o Ak {€;}", je baza na V', potom
f(@) = f'er+...+2"¢,)
= z'f(€)+...+a"f(En) (4)

Takze v konkrétnej baze nam na vypocet f(Z) staci poznat’ vSetky hodnoty f(€;). Nimi je
linedrna forma jednoznacne zadand. Cisla f(€;) sa nazyvaju sidradnicami linedrnej formy
vzhl'adom na bazu {&;}I ;.

e Ak zvolime konkrétnu bézu na V, potom
F(@) =" (&) + ...+ 2" (€)= 2" [ (&) (5)

e Linearna forma je zobrazenim V — R.

Ak zvolime pevny vektor @ a kazdej linearnej forme f priradime reélne ¢islo f(a), dostaneme
linearne zobrazenie V' — R. Fixovany vektor a je linedrnou formou na kovektoroch. Takze

duélnym priestorom k V je samotny V, V = V.

Vsetky mozné vektory z V' a vSetky mozné kovektory z 1% definuju bilinedrne zobrazenie
V xV = R, ktoré kazdej dvojici (Z, f) priradi redlne ¢islo. V' x 1% oznacuje kartézsky sucin
priestorov V' a V.

Duélna baza {f}", k baze {€}",: f si bazové kovektory z V, pre ktoré plati

fi@ =20, ij=1....n (6)




e Dudlna baza {f*}", priraduje kazdému vektoru jeho stradnice v baze {e;}7:
f1(@) = ['(@'e)) = o, (7)
e V dudlnej baze su koeficienty &; totozné so stradnicami linearnej formy:

1E) =6 £15) = & ®)
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e Posobenie linearnej formy na vektor mozeme vyjadrit’ pomocou sturadnic vektora a dualnych
suradnic kovektora (porovnaj s (5))

f(@) = &a'. (9)

Skalarny sicin

-

e Skaldrny siucin je zobrazenie g : V x V — R s nasledujicimi vlastnostami pre Va, b, ¢ €
V,a € R:

1. bilinedrne

2. symetrické

9(@,b) = g(b,a), (12)
3. pozitivne definitné
g(d@,a) >0, Va+#oao (13)
e Pre Vd, beV plati o _
g(@,a)g(b,b) > [g(a, b))%, (14)

pricom znamienko rovnosti plati len ked’ @, b st linearne zavislé.

Cislo |@| = y/g(@, @) sa nazyva velkost’ vektora.

Kosinus uhla dvoch nenulovych vektorov a, b:

(@,b)

al

Q
I
S

’

cosy = . v €(0,m). (15)

S

Nech {€;}7_, je baza vektorového priestoru V. Potom skaldrny si¢in dvoch vektorov @, beV
je - -
g(ff, b) :azbjg(€i7gj) :gija’zb]? (16>

kde ¢;; = g(€;, €;) sa nazyva Gramova matica alebo Castejsie metricky tenzor.
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o Kazdému vektoru a € V prirad'uje skalarny stcin linearnu formu gz € V tak, ze
VE eV :ga(¥) =g(d,z) € R. (17)
Toto zobrazenie V — V je izomorfizmom?.
Suradnice linedrnej formy gz v baze {€;}"_, st
ga(é;') = 9(5, 51’) = ngji = Q- (18)

Vidime, ze vzt'ah medzi siradnicami kovektora gz a siradnicami vektora d je dany metrickym
tenzorom. Prechodu od suradnic vektora k stradniciam formy pomocou metrického tenzora
hovorime, ze metricky tenzor “spust’a index”.

e Oznacme maticu inverznd k metrickému tenzoru g;; ako g
ik _ sk
Potom vzt'ah (18) mozno invertovat’ nasledovnym sposobom

a' = a;g”. (20)

Takto sme dostali prechod od suradnic kovektora gz k suradniciam vektora a, tzv. “dvihanie
indexu”.

e Skaldrny sicin dvoch vektorov je mozné vyjadrit’ nasledovne

-

g(d,b) = gijaibj = ajbj. (21)

Ortonormalna baza:

e mozeme ju definovat’ len na vektorovom priestore so skalarnym stucinom:
gij = 9(€,€;) = 035, i, j=1,...,n. (22)

To znamena, ze pre vektory ortonormalnej bazy plati

& = 1 vi (23)

L, 9(€i, €;) T
: i = =0 =0, = i = - 24
i # J 1 cos EIE Vi =g (24)

Na kazdom konecnorozmernom vektorovom priestore existuje aspon jedna ortonormaélna
béza.

zomorfizmus je vzajomne jednoznaéné (bijektivne) zobrazenie, ktoré zachovdva algebraickd struktiru. To
znamens, ze bijektivne zobrazenie F : X — Y je izomorfné, ak pre Va,b € X : F(a ®b) = F(a) ® F(b), kde ®,®
reprezentuju operacie na X a Y, voci ktorym su tieto mnoziny uzavreté.



e V ortonormalnej baze maju vektor @ aj kovektor gz rovnaké siradnice:
a; = gijCLJ = 5ijaj =a. (25)
e Skaldrny sicin dvoch vektorov cez ich stradnice v ortonormélnej baze:

9(@,b) = > a'b (26)
i=1

e Velkost’ vektora cez jeho suradnice v ortonormalnej baze:
n

jal = | >_(a)>. (27)

i=1

Pseudoskalarny sucin

e Pseudoskalarny sucin je zobrazenie g : V x V — R, ktoré je

1. bilinearne,
2. symetrické,

3. regularne: VZ € V : g(d, %) =0 ada=0€ V.

e Pre pseudoskaldrny sicin neplati vzt'ah (14). Nemozeme pren definovat’ velkost’ vektora,
ani uhol dvoch vektorov, ani ortonormalnu bazu.

e Existuje baza {€;}! ,, pre ktoru plati:

0, ©1#]
-1, i=73=m+1,...,n.

Cislo m sa nazyva signatira pseudoskaldrneho sic¢inu a nement sa pri prechode medzi bizami
typu (28).

e Aj pseudoskaldrny siéin definuje izomorfizmus medzi V a V, ktory kazdému vektoru @ priradf
linearnu formu gz, pre ktoru plati:

9a(¥) = g(a, 7). (29)

e V baze (28) mé pseudoskalarny stéin vektorov @, b tvar

-

g(@v) = a'v'+.. . +a™" —a" " — . —a""
= b+ . F ™+ A VT L anb™ + a”b”
= b, (30)

kde a; su suradnice kovektora g;z.



Tenzory

e Nech F' je zobrazenie V X ... x V' x Vx...xV =R, kde V je v kartézskom stcine r-krat
a V s-krat. Nech F' je v kazdom argumente linedrne zobrazenie. Potom F' nazyvame r-krat
kovariantnym a s-krdt kontravariantngm tenzorom na V alebo tiez tenzorom typu (s,r) na
V.

e Redlne ¢islo budeme nazyvat’ tenzorom typu (0,0). Linedrna forma (kovektor) je 1-krét
kovariantnym tenzorom, ¢ize tenzorom typu (0,1). Skaldrny suc¢in je tenzorom typu (0,2).
Vektor z V' je 1-krat kontravariantnym tenzorom, ¢ize typu (1,0).

e Majme na V bézu {&}"_, a na V k nej dudlnu bézu {f'}i-, a tenzor F typu (s,r). Majme

r vektorov Z,..., %, € V a s kovektorov hl,... h® € V, pricom
z, = abe, i=1,...,m (31)
Wo= g =1, (32)

kde z¥ je p-ta stradnica vektora Z; a fg je g-ta suradnica kovektora h?. Potom

F(7y,... ,fr,hl,...,hs) = ot ah? .. .xf’félfg{z o ;SF(épl,épz,...,Epr,f‘“,fqz, oo [,
(33)
kde ¢isla
Fl?f.....gj - F(€P17€P27’“Jgpwfqlafqgw"aqu) (34>

nazyvame siradnicami tenzora F' vzhl'adom na bazu {e;}! ;.



