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Formalizmus QM

STAVOVY PRIESTOR

Stavovym priestorom je komplexny Hilbertov priestor.

@ vektorovy .o Ja)y eH

Princip superpozicie:  ak |a), |b) si moZné stavy, potom aj ala) + 3|b)

@ komplexny .. ala)y +pBlb), a,B€C
@ skaldrny sii¢in = norma .. (Ja), b)) €C

lla) [l = v/(la), a))

@ dplny o limy oo |an) € H

... kde {|an)}>%, je V Cauchyho postupnost v H
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Formalizmus QM

DUALNY PRIESTOR — DIRACOVA SYMBOLIKA

@ dudliny Hilbertov priestor . {al e H

(alb) €C, Yl{a| €H, V|b) eH

@ |a) — (af:
Via) € H, Ial € H:  (alb) = (la),|b)), VD) €H
ala) +BIb) — a*{a| + 8" (b]
@ projek&ny operétor na jednotkovy |a) o Plgy = la){al

Py |9) = |a)(aly)

Pioy Play = la)ala){al = la)(a] = P,
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Formalizmus QM

ROZMERNOST’ A BAZA PRIESTORU STAVOV

@ dim H — kone&nd alebo nekonelna

@ na Uplny popis redlneho systému dim ’H = oo

@ baza o {lan) }vn
(ailaj) = gij, 9ij = Gis ...hermitovskd matica
(ailaj) = di5, Vi, 35 ...ortonormdlna baza
@ lplnost bazy
> lai)(ail =1
Vi
@ siradnice vektora 1) v {|an)}vn Qg

V) = ailai) = a; = gji{a;l)

a; = (a;|Y), ...ortonormdlna baza

D el =1
Vi

@ Uplnost ortonormalnej bazy
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Formalizmus QM

PRECHODY MEDZI ORTONORMALNYMI BAZAMI

@ ortonormalne bazy o {lan) Yon, {1bn) }vn
[bi) = Uglaz) +— (bi| = Uij{a,]

4
UgiUpi =65 UTU =1
Uij = (bilaj),  lai) = Uji|bj)

@ transformdcia stiradnic o Y) = aslag) = Bjlbs)

Bi =Uijaj,  a; =U;B;
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Formalizmus QM

POZOROVATEL'NE

Fyzikalne veli¢iny st reprezentované
linedrnymi hermitovskymi operdtormi na Hilbertovom priestore stavov

@ pozorovatelnd LA— A

linearita:  A(ala) + 8|b)) = aAla) + BA|b)

@ hermitovsky zdruZeny operdtor k A .. Af
Ala) = |Aa) — (Aa| = (a|AT, V|a)
takze  (b|Ala) = (a|AT|B)*, V|b)
@ hermitovské zdruZenie sti&inu operatorov
(AB)t = BT Af
@ hermitovsky operator L AT=A

(b|Ala) = (a| Alb)", Vla), [b)
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Formalizmus QM

VLASTNOSTI HERMITOVSKYCH OPERATOROV

@ vlastné hodnoty a vektory:
Alan) = anlan)

@ vlastné hodnoty hermitovského operatora su redlne &isla
an €ER, Vn

@ vlastné vektory hermitovského operatora tvoria tplnd bazu
[4) = anlan)

@ ortogonalita vlastnych vektorov:

an # am = (anlam) =0
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Formalizmus QM

MERANIE

Vysledkom merania pozorovatelnej A je vZdy jedna z vlastnych hodn6t hermitovského
operatora A.

V okamihu, ked' v stave [1)) nameriame vlastnd hodnotu a,, operdtora A, systém sa
skokom ocitne vo vlastnom stave |an ).
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Formalizmus QM

PRAVDEPODOBNOST’ VYSLEDKU

Pravdepodobnost, %e v stave |1)) nameriame hodnotu a, pozorovatelnej A, je dana
vztahom

Pan|y) = ‘<‘171|U’>|2

ak |¥) a |an) sd jednotkové vektory.

an = (an|¥) = Planlt)) = |om|?

Ak [1) a |an) nie si jednotkové vektory:

[{an|¥)|?

Planht) = o
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Formalizmus QM

MERANIE NA DVOJSTRBINE

@ 3trbina 1 ... |¢1)
$trbina 2 ... |¥2) @ vysledny stav:
Plalyi) = [(zli)]? [¥12) o< |91) + [42)
@ Strbina 142 @ pravdepodobnost’:
P(z|Y1 +b2) = P(zlr) + P(z|2) P(zlp12) = [(z]h12)]?
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Formalizmus QM

STREDNE HODNOTY POZOROVATEL'NYCH

@ strednd hodnota pozorovatelnej A v stave [¢) e (A)y
(Ayy = (WIA[Y), ak [[[Y)] =1
@ pravdepodobnost’ namerania hodnoty an:
Planly) = ($lan){(an|) = (Y| Pja,) [¥)

@ Spektralny teorém:
A=3 anP,
vn

potom

(A)y =D (WlanPa 1) =D anP(an|t) = Y anlon|?
Vn Vn

Vn
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Formalizmus QM

HEISENBERGOV PRINCIP NEURCITOSTI

@ strednd kvadratickd odchylka v stave |v):

SA = (BI(A — (A)y)2|9) /2 = [(A2), — (A)2

@ vlastné stavy operdtora A:

0A=0
@ Ziaden stav nemoéZe byt sii¢asne vlastnym stavom dvoch nekomutujicich
operatorov
1
5468 > J|([A B)yl
poznamka:

Komutator dvoch hermitovskych operatorov je antihermitovsky operator:

(A, B]T = —[A, B]
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Formalizmus QM

NORMOVANOST’ A FAZA STAVOVEHO VEKTORA

@ pri popise fyzikdlnych stavov sa sta&i obmedzit' na jednotkové (alebo inak
normované) vektory z H
Wly) =1

@ normovany stavovy vektor je dany jednoznalne az na fazu ¢

lv) — e¥ly), peR

@ fyzikalne meratelnd je relativna faza
) . 2
P(zlpr2) o |[(z|er)] €91 + [(zlpa)| 92()

= [(el1)[? + [{elp2)|* + 2/(zly1) (zly2)] coslpr () — p2(2)]
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Formalizmus QM

CASOVY VYVOJ

Casovy vyvoj stavového vektora je dany Schrédingerovou rovnicou

dly)
dt

ih = H|y)

kde H je tzv. Hamiltonov operator, H' = H.

@ operator H charakterizuje dany fyzikalny systém
@ tvar operdtora H treba uhddnut
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Formalizmus QM

STACIONARNE STAVY

@ vlastné stavy a hodnoty Hamiltonovho operatora:
H|Yy) = Enl|tn), n=1,2,3,...
@ Zasovy vyvoj |1hp):
ih% = Enltn)

[n)(t) = [¥n)(0) exp(—iEnt/h)

@ Zasovy vyvoj [1)):

t

W)(0) =S ealtn) 5 [W0)(0) = enltbn) exp(~iBnt/R)
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Formalizmus QM

ZACHOVAVAJUCE SA POZOROVATEL'NE

@ Casovy vyvoj strednej hodnoty:

d ‘ dA
< (plAW) = iRILH, A)l) + (6] o)

@ A sa zachovdva v &ase, ak A nezdvisi na Case a komutuje s H
@ dH/dt=0 = (H) sa nemenis &asom
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Formalizmus QM

UPLNY SYSTEM POZOROVATEL'NYCH

Pre kazdy fyzikalny systém 3 minimalna sada vzadjomne komutujticich operatorov,
ktorych vlastné hodnoty jednozna&ne uréuji stav tohoto systému.

@ komutujlice operdtory maju spolo&né vlastné vektory

Ala) =ala) N [A,B]=0 = Bla) = bla)

@ ak A a B maju spolo¢né V vlastné vektory a ak tieto tvoria dplny vlastny
systém, potom A a B komutuju.

2o lan)(an| =1
Alan) = anlan), Vn = [A,B] =0
Blan> = bn‘an>a vn
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Formalizmus QM

DEFINICIE OPERATOROVEJ FUNKCIE

DEFINICIA OPERATOROVEJ FUNKCIE ()

Majme linedrny hermitovsky operdtor A na H
Alan) = anlan), A=Y anlan)an|
n
a komplexnii funkciu f : C — C. Potom operdtorovou funkciou f(A) nazveme vyraz

£(A) = Y f(an)lan)(an|

DEFINICIA OPERATOROVEJ FUNKCIE (II)

Majme linedrny hermitovsky operdtor A na H a komplexnd funkciu f:C — C s

mocninnym rozvojom v tvare oo

k

F@) =) frz
k=0

Potom operdtorovou funkciou f(A) nazveme vyraz

fa) =" firak
k=0

Mikuld¥ Gintner QM v kocke Il



Formalizmus QM

EKVIVALENTNOST DEFINIicIi I A II

Definicie | a Il operatorovej funkcie st ekvivalentné.

k
AT=A = (ala))=6; = <Z anan)<an|> = (an)¥lan)(an|

n

Potom
Fa)y LT s AR = 52 (5, anlan)(an])”
= Y0 e Clan)Flan) (an
= (kaa>|an (an| "L p(A)
N—_———
f(an)
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Formalizmus QM

EXPONENCIALNA OPERATOROVA FUNKCIA

@ definicia exponencidlnej operatorovej funkcie .. e
1 1
F=ldz4 —224... = =k zec
2! k!
k=0
3
def. Il 1 > def.I
QA deLIl gL g2 L gk ded Ze“”\an (an|
2! k!
k=0
@ pre vietky operdtory A, B plati
B B 1 > 1
ePAe = A+[B, A+ [B,[B, Al + ZEB{A}

kde
Bo{A} = A, Bi{A} =[B,A], B2{A}=[B,[B,A]],
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Formalizmus QM

UNITARNE vS. HERMITOVSKE OPERATORY

Pre kaZdy unitdrny operator U méZeme ndjst’ hermitovsky operator H taky, Ze

U:eiH
o U=eH H' =H
Ho_ Zi(iH)’C — 14+iH - —H>4 ...
=k 21
o U —eiH
i o 1 T o X
(elH) = <Z g(lH)k> Z E(—iH)k = eilH

=
]
=}

+ ) 12 ) 12
UlU = (=il - —H’ 4. )(+iH - —H’+..) = 1
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Formalizmus QM

OPERA/TOROVA/ DERIVA,CIA OPERATOROVEJ FUNKCIE

DEFINICIA OPERATOROVEJ DERIVACIE

Nech f(z) a g(z) st komplexné funkcie komplexnej premennej také, Ze

o() = &

Potom operdtorovou derivdciou operatorovej funkcie f(.A) podla operdtora A
nazveme operatorovii funkciu g(A), t.j.
d f(A)
dA

=g(A)

1= st = T _Sgb o), g= k41
k=0

d f(A)

700 k
f(A)_kgoka = a4

=Y A" =g(A), gr=(k+1)fe11
k=0
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Formalizmus QM

OPERATOROVA DERIVACIA AKO KOMUTATOR

Nech [A, B] = |. Nech f(A) je operdtorovd funkcia. Potom
d f(A)
=B, f(A
22 = (B, 1(4)
Proof:

@ lava strana:

)= sat = L sy e
k=0 k=1

@ pomocnd identita &:
X,YZ] = [X,Y]Z+Y[X,2] = [B,A"]=naF"!4a"B aF" =LA

@ prava strana

Ik 2

(B, f(A)] = > fr [B, A"] > kfpeAR!
k=0

= k=1

Mikuld¥ Gintner QM v kocke Il



Formalizmus QM

PARAMETRICKA DERIVACIA OPERATORA

DEFINICIA PARAMETRIC {CIE OPERATORA

Nech A je operator, ktory zavisi na redlnom parametri s. Potom parametricka
derivdcia operatora A(s) podla parametra s je definovand ako
A(s + As) — A(s)
lim >t =2/ 75/
As—0 As

7(5) =

| \

LEMMA

Nech operatory A a B zavisia na parametri s. Potom

dA-B dA d B

= () = Z5() Bls) + A(s) ()
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Dvojhodnotovy systém

HILBERTOV PRIESTOR

@ min. stbor: jedind pozorovatelna A ... hermitovsky operator A

@ dve vlastné hodnoty:
Ala;) = ailai), i=1,2

@ 2-dim Hilbertov priestor H> ... ortonotmadlna baza {|a1), |a2)}
[¥) = a1]a1) + azlaz)
o = (aly)
Pa;y = lai){as|
@ reldcia uplnosti:
2

1= Plo) + Play) = lar1){a1] + laz)(as| = Y |ai)(ai
=1
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Dvojhodnotovy systém

MERANIE

@ systém v stave |¢)) € Ho (YY) =1
[¥) = a1la1) + azlaz)

@ vysledok merania A:

hodnota ‘ pravdepodobnost’ ‘ stav po merani ‘

a1 ot |? |a1)

a2 oz |? |az)

(A)y = (|A|Y) = |a1]?a1 + |az|?az

Sy A =/(A%)y —(A)] =la|lazllar — az
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Dvojhodnotovy systém

CASOVY VYVOJ

@ predpokladajme, 2e H = H(A): .. [H,Al=0
. spolo&né vlastné vektory |a1), |a2)
... A sa zachovava v &ase

Hla;) = Ejla;), E; = E(a;), i=1,2

@ Zasovy vyvoj stavu
t=0: [¢) = ai]a1) + azlaz)

‘ [)(t) = are ™ Brt/May) + azeiE2t/P|ay) ‘

@ meranie A v &ase t

’ hodnota ‘ pravdepodobnost’ ‘ stav po merani ‘
a1 |y |2 la1) alebo |ap)e—*E1t/h
as |2 |? lag) alebo |ag)e—E2t/h

... pretoZe A sa zachovava

Mikuld¥ Gintner QM v kocke Il



Dvojhodnotovy systém

NEKOMUTUJUCA POZOROVATEL'NA

@ nech 3 veli¢ina B: ..B'=8B
[B,A] #0
@ dva vlastné vektory ... ortonormdlna baza {|b1), |b2)}

Bjb;) = b;|b;), i=1,2

[A,B] #0 & nemaju spoloéné N vlastné vektory

... tvrdenie ekvivalentné k lemmam na slajde “Uplny systém pozorovatelnych”
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Dvojhodnotovy systém

Musi BYT’ by # by?

AB# BA = (bg|Albi)(bi| Blbk) # (be| B|bj)(b;] Alb)

? .
= (bg|Albg)br # be(be| Albr) = br # by, if k#L
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Dvojhodnotovy systém

PRECHOD MEDZI {|a;), |as)} A {|b1),|ba)}

@ ortonormdlne bazy {|a1), |a2)}, {|b1), |b2)}
Ala;) = aila;), Blb;) = b;|b;), i=1,2

[A, B] #0

@ matica prechodu U

_ [ (bilar) (bilaz) [b1) \ _ [ la1)
U‘< (balar)  (balas) ) ( 1b2) )‘U ( jaz) >
@ transformdcia sdradnic o — f;

[¥) = anla1) + azlaz) = B1]b1) + Ba|b2)
(5)-r()
B2 a2
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Dvojhodnotovy systém

MERANIE VELICINY B

@ systém v stave |¢)) € Ho

@ vysledok merania B:

o Wl) =1
[) = Bulbr) + Balbo)

hodnota ‘ pravdepodobnost’ ‘ stav po merani ‘

by

|B1|?

|b1)

ba

| B2/

|b2)

(B)y = |B1]%b1 + |B2]b2,

0y B = |B1]|B2][b1 — b2

Sy A -8y B = |oa| |az| |B1] |B2] lar — az| [b1 — ba]
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Dvojhodnotovy systém

MERANIE VELICINY B V CASE t

@ stav systému v Case t

a1 e*iElt/h‘(h) + sy efiEgt/ﬁ|a2>

) (#)

— aq eiiElt/h (U11|b1>+U21|b2>)
+ag e B2t/ R (U15)b1) + Uaa|b2))

@ vysledok merania B v &ase t:

hodnota ‘ pravdepodobnost’ ‘ stav po merani ‘

b P1]4(t)) [b1)
b2 P(ba|e(t)) |b2)
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Dvojhodnotovy systém

VYCISLENIE PRAVDEPODOBNOSTI

@ stav systému v Case ¢
[)(t) = a1 e M (U |b1) + Uai|b2)) + ao e *E21/M (Ur2]b1) + Uza|ba))

@ pravdepodobnost’ namerania hodnoty by

P(b1[y(t)) (b1 |4) (£)[?

lonUn1|? + |aaUr2|? + 2 |onoaUr1 Usz| - cos [@ + 90}

... kde ¢ je faza vyrazu o a2U{, Uiz

@ pravdepodobnost’ namerania hodnoty b2

P(br]y(t)) {b2v) (8)[?

la1Ua1 |2 + e Usz|? — 2 |anaaUr1Us 2| - cos [% + @}
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Dvojhodnotovy systém

SKUSKA SPRAVNOSTI

Ukazte, Ze

Pbalp(t)) + P(b2lp(t) =1, Vi
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Dvojhodnotovy systém

MATICOVA REPREZENTACIA QM: STAVY

@ suradnice ) v ortonormdlnej baze {|a1), |a2)}

) =3 laidaily) = 3 adlas) (m)

a2

@ siradnice |a1) a |a2) v onbdze {|a1),|az2)}

= (3) = (9)

@ sdradnice (| v onbdze {{a1], (a2|}

(Wl =Z<¢\ai)<a¢\=zai<ai\ = (aj, a3)

K2
@ sdradnice (a1] a (a2| v onbdze {{a1], (a2|}

(a1] — (1,0), (az] — (0,1)
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Dvojhodnotovy systém

MATICOVA REPREZENTACIA QM: OPERATORY

@ ‘“sdradnice” herm. operdtora A v onbaze {|b1), |b2)}

[¥) = Aly) = Alb;) (b)) = (bil') = (bl Albs) (b;1¢))
e~ N—— e~

B Aij By
B A1 Axg B1
nN=A — 1 =
i i ( 85 Ao1 Aza B2
@ nech {]a1),|a2)} je onbdza eigenstavov A o Ala;) = aila;)

A o (a1]Ala1) (a1lAla2) |\ _ [ a1 0
(az|Ala1) {(az2]Ala2) 0 a3
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Dvojhodnotovy systém

HERMITOVSKE MATICE

@ hermitovské zdruZenie

A — Ay, AT — Ay
@ hermitovskd matica A

Al=A & A=A,

@ dim =2
A1 Are N A, A3
A1 Azz Ay, A3,
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Dvojhodnotovy systém

EIGENSYSTEM (EIGENVECTORS AND EIGENVALUES)

@ eigensystem herm. operdtora A
Alan) = anlan), det(A — anl) =0, (ailaj) = di5,a; € R

@ v onbize {|b1),|b2)}

<b]|(ln> = ﬁ;an) — U]n) ZA”BJIGJL) — anﬁlﬂm)
J

Apn Al lan) lan)
\1an> =an \1an,> , n=1,2
A1 Aaz By Bs
A1l —ay A1z
Aoy Ao — a2

@ dim =2

=0 = ai, a2
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Dvojhodnotovy systém

DIAGONALIZACIA

@ Ala;) = aj|ai) = (a;|Ala;) je diagondlna matica

(ailAlaz) = (ailbe) (b| Albe) (belay)

k.l
Uki Age Ugj
@ dim =2
ai 0 _ \1041)* |2a1>* All A12 ﬁ‘l‘Il) \10,2)
0 as ﬁ\1a2>* B|2<12>* Aoy Aoy ﬂ\;l) ﬁ\2a2>
—_——
A v béze {|a;)} A v baze {|b;)}
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Dvojhodnotovy systém

PROJEKCNE MATICE NA BAZOVE VEKTORY

@ projek&nd matica na |a;)
P,y = lai){ail  (nesumovat cez 1)
@ v onbdze {|b;)}
(bj|Play1bk) = UjiUyg;  (nesumovat cez i)
@ v onbdze {|a;)}
(@j|Pla;ylak) = 05i0k; (nesumovat cez i)

@ dim =2

p ey [ Unl? UnU5 p Ay (Ul UnUs,
o) UnUf,  |Umf? )7 12 UnUt,  |Unaf?

{lai)} 10 {laq)} 0 0
P‘al> = ( 0 0 )’ P‘“Z) = < 0 1 >
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Appendix

BINARNE OPERACIE NA OPERATOROCH

Nech A, B a C st operatory definované na H a [¢) € H. Potom

@ sulet operdtorov
(A+ B)ly) = Alp) + Bly), YY)

@ ndasobenie komplexnym &islom

(cA)Y) = a(ARY)), YY), a€C

@ sudin operatorov

(BA)|¢) = B(A[Y)), V)

@ komutator
[A,B]= AB—- BA

[AB,C]= A[B,C]+ [A,C]B, [A,BC]=[A,B]C + B[A,C]

@ Jacobiho identita

[A,[B,C]]+ |B,[C,A]|+ [C,[A,B]] =0
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Appendix

Nech A|a;) = a|a;). Potom
AB|a;) = BA|as) = a;Bla;)
To ale znamena, e vektor Ba;) je tieZ vlastnym vektorom operatora A a prislticha

vlastnej hodnote a;. Ak A ms nedegenerované spektrum, potom B|a1> musi byt'
nasobkom vektora |a;), EiZze

Bla;) = bilas),

kde b; je prislusny koeficient dmernosti. Z tejto rovnice je zrejmé, Ze b; je siicasne
vlastnd hodnota operdtora B prislichajiica jeho vlastnému vektoru |a;). O
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Appendix

LEMMA

D lan)anl =1 A Alan) =anlan),¥n A Blan) =bnlan),¥n = [A,B]=0
Vn

PROOF.

Nech Ala;) = ai|a;) a Bla;) = bs|a;). Potom pre vietky |a;) platf
ABlas) = agbila;),  BAla;) = asbsas)
Odtial vyplyva, %e [A, B]|as) = |0). Potom ale
[4, B|) = |0)
pre vietky vektory |¢), ktoré s linedrnou kombindciou vektorov |a;). Ak vektory |a;)
tvoria dplny systém, t.j. bazu daného vektorového priestoru, potom [A, B]|¢) = |0)
pre vietky vektory vektorového priestoru a teda [A, B] = 0. O
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