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Kvantové vlastnosti castic

M. Gintner

1 Kvantové (Casticové) vlastnosti svetla

1.1 Hybnost’ foténu

Experimenty a zistenia, ktoré sme opisali vyssie, st dostatocnou motivaciou, aby sme sa zacali
véazne zaoberat’ predstavou, ze svetlo! sa skladd z foténov s energiou

E = hw. (1)

Tento vzt'ah zvizuje dva v klasickej fyzike nezlicitel'né pojmy: energiu castice a frekvenciu vlnenia.
Alternativnym parametrom k frekvencii, ktory tiez charakterizuje vlnové procesy, je vinova dlzka
A. V pripade svetla je w = 27 = 2mwc/ A, takze pre energiu foténu mame
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Viditel'né svetlo ma vinové dfiky v intervale 400 nm < A < 700 nm. Tomu zodpovedaji energie
foténov 1,8 eV pre cervené svetlo az 3,1 eV pre fialové svetlo.

Kedze sa fotény pohybuju rychlostou svetla?, st to relativistické ¢astice a pre ich popis je
nevyhnutné pouzit’ Specidlnu teériu relativity. Podla nej sa rychlostou svetla mézu pohybovat’
len castice s nulovou hmotnost'ou. Hmotnost’ fotonu by teda mala byt’ nulova.

Koncom 19. storocia rusky fyzik Lebedev zmeral tlak svetla. Tlak je sila posobiaca na jednotku
plochy a sila, podl'a Newtona, vznika pri odovzdavani hybnosti. To znamena, ze svetlo musi mat’
okrem energie aj hybnost’. Ak sa svetlo sklada z fotonov, prirodzene vznika otézka, aku velku
hybnost’ prenasa jeden fotén. Relativisticky vzt’ah medzi energiou a hybnost’ou castice je

E? = m?ct 4+ 522 (3)

Ked’Ze pre foton je m = 0, potom hybnost’ foténu je
Pl===5 (4)

Pri opise sirenia vlnenia sa zavadza velic¢ina, ktora obsahuje nielen informéaciu o vinovej dlzke, ale

aj o smere Sirenia. Je to vinovy vektor
27

A
'Pojem svetlo budeme v tomto texte pouzivat’ ako synonymum pre elektromagnetické ziarenie.

2Zrejme v tomto ohlade nemaji vel'mi na vyber. Ako “reprezentantom svetla” im povinnost’ pohybovat’ sa
rychlostou ¢ vyplyva takpovediac “zo zdkona”.
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kde 77 je jednotkova normala k vinoploche definujica smer Sirenia vlnenia v danom mieste. Ak
sucasne 77 ozna¢ime jednotkovy vektor v smere pohybu foténu, 7 = p/|p |, potom skombinovanim
vzt'ahov (4) a (5) dostaneme pre hybnost’ jedného foténu

7= hk. (6)

1.2 Dvojstrbinovy experiment s foténmi

Od Newtona sa v klasickej fyzike vinie spor o tom, ¢i svetlo ma povahu casticovu alebo vinovi.
Od polovice 19. storocia sa zdalo, ze spor bol definivne vyrieSeny v prospech vinenia. VInovi pod-
statu nezvratne potvrdzovali javy ako difrakcia a interferencia. Vyvrcholenim bolo, ked’ Maxwell
rieSenim svojich rovnic ukazal, ze svetlo je elektromagnetické vinenie.

Uvazujme klasicky experiment s monochromatickym svetlom na dvojstrbine. Zdroj Z monochro-
matického svetla s vlnovou dizkou A svieti na nepriehl'adné rovinné tienidlo S s dvoma tzkymi
strbinami 1 a 2, ktorych vzdialenost’ je porovnatelna s vlnovou dizkou svetla. V istej vzdialenosti
za tymto tienidlom je d’alSie rovinné tienidlo T, na ktoré dopada svetlo, ktoré preslo cez strbiny.
Dokazom vInovej podstaty svetla z pohl'adu klasickej fyziky je fakt, ze svetlo, ktoré prejde cez
strbinu 1, interferuje so svetlom, ktoré preslo cez strbinu 2. To sa prejavi na tienidle T vznikom
interferenénych pruzkov: svetlych a tmavych miest, ktoré predstavuji miesta s réznou intenzitou
dopadajiceho svetla.

Figure 1: Schéma usporiadania Strbinového experimentu.

Tento efekt nezavisi od podstaty vlnenia — rovnako by sme ho pozorovali pri zvukovych vinach
alebo vlnach na vodnej hladine — a je notoricky zndmy z vlnovej mechaniky ako interferencia
vlnenia. Interferencia vlnenia je dosledkom principu superpozicie: ak na jedno miesto dorazia
dve vlnenia, potom vysledkom je ich siucet. Aby platil princip superpozicie, musi byt’ pohybova
rovnica vlnenia linedrnou diferencidlnou rovnicou.

Pripomenme si v strucnosti, ako v dosledku skladania vlneni vznika interferenc¢ny obrazec,
ktory pozorujeme na tienidle. Vieme, ze intenzita vlnenia je priamo imernd jeho amplitide. Pre
zjednodusenie zivota budeme predpokladat’, ze konstanta imernosti je rozna jednej. To znamena,
ze ak amplituda vilny prichadzajicej z otvoru 1 je v mieste x tienidla T rovna komplexnému ¢islu
a;€** a amplitida viny prichddzajicej z otvoru 2 je v tomto istom mieste komplexné Zislo aye??,
pozorované intenzity od kazdej viny samostatne (ked’ by sme zakryli jeden z otvorov) si

I :ai I :ag' (7)



Ked’ su obidve strbiny otvorené, dostaneme na tienidle T v danom mieste intenzitu

Ly = a1 + aze’??|* = I + I + 2\/ 11 I cos(p1 — 2), (8)

ktora, ako vidime, nie je obycajnym siuctom intenzit od jednotlivych otvorov.

Ak pripustime, ze sa svetlo skladd z fotonov, vznika prirodzena otézka, ako interpretovat’ toto
pozorovanie na foténovej drovni. Z pohladu klasickej fyziky nema zmysel hovorit’ o interferencii
castic. Predstavme, si, ze fotén je ¢asticou klasickej fyziky (napr. hmotny bod), ktord vystrel'ujeme
zo zdroja Z smerom na tienidlo T s ndhodnym rozptylom, ktory je v mieste T vacsi ako vzdialenost’
oboch strbin. Cast’ foténov vyslanych zdrojom by bola zachytenych uz tienidlom S. Fotén, ktory
by prenikol niektorou zo Strbin, dopadne na tienidlo T. Pri klasickej castici by sme ocakavali, ze
rozlozenie bodov dopadu na T bude sustredené v oblastiach, ktoré si priamkovymi projekciami
zdroja cez Strbiny na tienidlo T. Ak eSte zvazime, ze niektoré castice mohli narazit’ na okraje
strbin a tak zmenit’ povodny smer svojho pohybu, tak mozeme ocakavat’ malé percento bodov
dopadu aj za hranicami tychto oblasti.

Na opis rozlozenia bodov dopadu mozeme zaviest’ pravdepodobnost’ dopadu v danom mi-
este nasledovnym sposobom. Rozdelme si tienidlo T na velké mnozstvo malych plosok rovnakej
velkosti. Potom pravdepodobnost’, ze vyziareny fotén dopadne do danej plosky definujeme ako
P = n/Nyz, kde Nz je pocet vsetkych foténov, ktoré boli vyziarené zo zdroja Z a m je pocet
fotonov, ktoré dopadli do danej plosky. V pripade, ze by fotén bola klasicka castica, ocakavame,
ze pravdepodobnost’ pri obidvoch otvorenych strbinéach je

Py =P + P, (9)

kde P, a P, su pravdepodobnosti, ktoré dostaneme, ked’ jedna zo strbin je zatvorena. Kedze
kazdy foton nesie rovnaké kvantum energie, intenzita svetla na danom mieste je imerna hustote
foténov, I3 ~ Pjo. Rovnica (9) je ale v rozpore s pozorovanou zavislost'ou (8) a teda fotény nie
je mozné popisovat’ ako castice klasickej fyziky.



2 Kvantové (vlnové) vlastnosti elektrénu

2.1 Dvojstrbinovy experiment s elektronmi

V roku 1927 Davisson a Germer ostrel'ovali monokrystal pridom monoenergetickych elektréonov.
Podl’a klasickych predstav by sme ocakavali, ze jednotlivé elektrony budu interagovat’ s atémami
v krystale v zavislosti od ich individualnych relativnych poloh. Vysledkom by mal byt viac-
menej chaoticky rozptyl elektrénov. Davisson s Germerom vsSak pozorovali, Ze miesta dopadu
rozptylenych elektrénov vytvaraji na tienidle interferencné obrazce. Pritom interferencia je jav,
ktory je vyhradeny vyluéne pre vinové procesy.

Davissonov-Germerov experiment naznacuje, Ze sa elektrén, podobne ako fotén, nesprava
podla zdkonov klasickej fyziky. Podobne ako pri foténe, i tu pozorujeme v jeho spravani vl-
nové aspekty. Preto bude zaujimavé uskutocnit’ aj s elektrénom experiment na dvojstrbine, pri
ktorom tienidlo S s dvoma $trbinami® umiestnime medzi zdroj elektrénov Z a detektorovii stenu
T . Elektréony na tienidle mozeme detekovat’ napriklad pomocou malého GM pocitaca. Pocas
experimentu budeme zaznamenavat’ polohy detekovanych elektronov, ked’ jedna alebo druha zo
strbin bude zatvorend a vyniesieme zavislost’ P; a P, na x. Ked’ obidve strbiny otvorime, budeme
svedkami tplne rovnakého spravania sa elektrénov, ako sme pozorovali pri foténoch. Ukaze sa, ze
Py5 nie je rovné P, + P,, ale dostaneme rozlozenie bodov korespondujtice interferenénému obrazcu
(8). V analégii s inteferenciou svetla by sme tento jav vedeli opisat’ keby sa pohyb elektrénov
riadil nasledovnymi dvoma principmi

1. Pravdepodobnost’ detekcie elektronu v danom bode tienidla je imerna druhej
mocnine absolitnej hodnoty komplexného ¢isla, ktoré budeme nazyvat’ amplitidou
pravdepodobnosti. Ozna¢me amplitidu pravdepodobnosti, Ze elektrén vyziareny zdrojom Z
detekujeme v bode z tienidla T ako? (x|Z). Symbol v pravej casti tejto “amplitiidove;
zatvorky” oznacuje merany stav, v ktorom sa fyzikalny systém nachadza. Symbol v l'ave;
casti oznacuje namerany vysledok. Pravdepodobnost’ detekcie elektrénu v bode x na tienidle
T sa dd pomocou amplitiudy (z|Z) napisat’ ako

P =|(z|2)[* (10)

2. Nech sa elektron moze dostat’ do bodu z tienidla T N nezavislymi sposobmi.
Nech kazdému spésobu zodpoveda amplitiida pravdepodobnosti (z|Z);,i =1,..., N.
Potom vysledna amplitida pre detekciu elektronu v bode x je dana stuctom

tychto amplitad
N

(@l2) = Y-tal2)s (1)
i=1
V naSom dvojstrbinovom experimente mozeme identifikovat’ dva zasadné sposoby, ako sa
elektréon dostane zo zdroja Z do bodu z: cez Strbinu 1 a cez strbinu 2. Nech tomu zodpovedaju
amplitiudy (z|Z)1 = a1 exp(ip1) a (x]|Z)9 = as exp(igps). Pomocou tychto amplitid vieme spocitat
pravdepodobnosti detekcie elektronu v bode x ak je jedna zo Strbin zatvorena ako

Py =|(z|Z)1]* =ai, Pr=|(z|Z)f" = a3. (12)

3Budeme predpokladat’, ze vzdialenost’ a rozmery §trbin si zvolené tak, aby sa mohla prejavit’ vinova stranka
pohybu elektrénu.
4T4to symbolika moze teraz posobit’ trochu zvldstne, ale neskor sa ukaze ako velmi prakticka.
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Ak obidve strbiny nechame otvorené, potom nevieme povedat’, ktorou z nich detekovany elektréon
presiel a teda podl’a druhého principu je pravdepodobnost’ jeho detekovania v bode x rovna

P12 = |<LL’|Z>1 + <l’|Z>2|2 = P1 + PQ + 2 P1P2 COS(QOl — QOQ) . (].3)

interferencny clen

Vidime, ze aj pri distribtcii elektronov dostdvame interferenény obrazec analogicky s (8).

Ako sme diskutovali uz pri fotéonoch, ked’ elektrény chéapeme ako klasické gulicky, potom je
vel'mi t'azké vysvetlit’ takéto spravanie. Naviac rovnaky interferenc¢ny obrazec dostaneme aj vtedy,
ked’ je zvazok elektronov emitovanych zo zdroja 7Z taky riedky, ze na drédhe medzi Z a T sa v
kazdom okamihu nachédza najviac jeden elektrén. To vylucuje moznost’, ze pozorované spravanie
elektronov je dosledkom ich vzajomného ovplyviovania sa pocas letu.

V snahe pochopit’ zvlastne spravanie sa elektréonov pokusime sa dozvediet’ viac o tom, ¢o sa deje
s elektronom, ked’ leti medzi zdrojom a tienidlom. Za tymto ticelom upravime nas dvojstrbinovy
experiment. Ku kazdej strbine postavime zdroj svetla a detektor foténov. Ak bude cez niek-
toru Strbinu prelietat’ elektron a zrazi sa s fotéonom, fotéon zmeni smer svojho letu a dopadne do
fotonového detektora pri danej Strbine. Tak sa dozvieme, cez ktoru strbinu elektrén preletel.

Takto modifikovany experiment spustime najskor len s jednou otvorenou strbinou, napr. strbinou 1.
Budeme na fiu svietit’ takym silnym® svetlom, aby sa Ziaden prelietavajiici elektrén nevyhol
zrazke s foténom. Po mnohondsobnom opakovani experimentu (registracii velkého mmozstva
elektrénov na T) moézeme spocitat’ pravdepodobnost’, ze elektrén preleti otvorenou strbinou ako
Py 1 = n1/Ny, kde N je pocet elektronov vyziarenych zdrojom a ny je pocet foténov deteko-
vanych fotéonovym detektorom pri danej strbine. Ak by sme poznali zodpovedajicu amplitidu
pravdepodobnosti (1|Z), potom by sme tuto pravdepodobnost” mohli vyjadrit’ ako

Py = (1| Z)]. (14)

Ked’ elektrén preleti strbinou 1, dopadne na tienidlo T. Pravdepodobnost’, ze elektron deteko-
vany v $trbine najdeme v bode x dostaneme z néasho experimentu ako P;_,, = n/ny, kde n je pocet
elektrénov detekovanych v malom okoli bodu z. Tuto pravdepodobnost’ by sme mohli vyjadrit’
pomocou amplitudy (z|1) ako

Pie = [(z|1)]*. (15)

To, ze sa elektrén zo zdroja dostane do strbiny 1 a odtial’ do bodu x, st na seba nadvazujtce
udalosti, kde prvd podmienuje druhii. Vyslednii pravdepodobnost’ Py = [{x]|Z)1|* , Ze elektrén zo
Z najdeme v x, mozeme teda vyjadrit’ pomocou (14) a (15) nsledovnym sposobom

Pr = PPz = |(2[1)(1|1Z)]. (16)

Na zaklade tohoto pozorovania mozeme sformulovat’ tretie pravidlo pre amplitudy pravdepodob-
nosti:

3. Nech amplitida pravdepodobnosti, ze elektrén zo zdroja Z detekujeme v Strbine
1 je (1]Z). Nech amplitida pravdepodobnosti, ze elektrén zo Strbiny 1 bude
detekovany v bode z tienidla T je (x|1). Potom amplitiidu pravdepodobnosti, ze
elektrén zo zdroja Z bude detekovany v bode z (Strbina 2 je zatvorend), mézeme
vyjadrit’ ako

(2] 21 = (2[1)(1]2). (17)

5 Ako sme uz diskutovali, intenzita svetla podla foténovej hypotézy sivisi s velkost'ou toku foténov.



Analogicky, ak je zatvorena strbina 1 a otvorend strbina 2, potom

(€] Z)2 = (2[2)(2|2). (18)

Pozrime sa teraz na situaciu, ked’ st otvorené obidve strbiny a fotéonmi detekujeme kazdy pre-
chod elektronu strbinou. Zo zdroja budeme opat’ vystrel'ovat’ po jednom elektréne a do nasich
zdznamov o mieste detekcie na tienidle T pridame aj ¢islo Strbiny, cez ktoru prislusny elektrén
preletel. Ocakavame, ze tento pokus by mohol vniest’ viac svetla do pochopenia zvlastneho
spravania elektronov! Avsak vyhodnotenie vysledkov tohoto merania nés zna¢ne sklame: inter-
feren¢ny obrazec zmizol a vysledna distribticia elektréonov na tienidle zodpoveda suctu distribicii
z kazdej Strbiny

Pp=P + P, (19)

Teraz sice vieme o kazdom elektrone povedat’, ktorou strbinou preletel, ale stratili sme samotny
jav, ktory nam mala tato dodatoénd informéacia pomoct’ pochopit’. Avsak po kratkom zamysleni
prideme na to, ze vysledok (19) je len priamym doésledkom elementarnej logiky. Ak o kazdom
elektréne vieme povedat’, ktorou strbinou preletel, potom Py = (ny + ny)/Nz musi byt’ sictom
Py =n1/Nz a P, =ny/Ny.

Dokéazeme pochopit’, preco sa pozorovanim prechodu elektrénov cez Strbiny stratil interferencény
obrazec? Asi nas rychlo napadne, ze elektrén pri zrazke s fotonom tiez zmeni smer svojho letu a
preto sa zmeni aj miesto jeho dopadu®. Hladajme teda sposob ako minimalizovat’ toto narusenie
drahy elektréonu. Mozeme svietit’ slabsim svetlom. To ale znamend menej foténov. Nastane
situacia, ze nie kazdy elektron prelietavajici cez strbinu sa zrazi s foténom. Na tienidle budeme
mat’ bodky po elektrénoch, ktoré preleteli strbinou 1, po elektrénoch, ktoré preleteli strbinou 2
a tiez po takych, o ktorych nevieme povedat’, ktorou strbinou leteli. Zistime, Ze elektrény, ktoré
sa zrazili s foténom, stéle vytvaraji obrazec P, + P5, zatial'¢o elektrony bez zrazky s foténom
vytvaraja interferenény obrazec. To by bolo pochopitelné: fotonov je sice menej, ale ich energia
neklesla znizenim intenzity svetla. Ak sa teda fotén zrazi s elektrénom, ustedri mu stale rovnako
silny “kopanec” a rovnako narusi povodny obrazec na tienidle.

Silu “kopanca” od fotéonu mozeme znizit’ tak, ze zvacsSime vinovua dizku pouzitého svetla.
Cim vicsia vinova diZka, tym slabsi “kopanec”, tym menej by mal byt naruseny pozorovany in-
terferencény obrazec na tienidle. Je toto cesta ako sa dozvediet’ viac o “interferencnom” spravani
elektréonu? Nuz, musime ¢itatel’a sklamat’. I v tomto pripade narazime na problém. So zvécSovanim
vlnovej dfiky sice zmensujeme vel'kost’ odovzdanej hybnosti, ale tiez znizujeme aj rozliSovaciu
schopnost’ svetla. O detekovanych foténoch, ktorych vinova dizka sa priblizi svojou hodnotou
vzdialenosti medzi oboma Strbinami, nebudeme vediet’ povedat’, od ktorej Strbiny prisli a teda
stratime informaciu o tom, ktorou strbinou doty¢ny elektrén naozaj preletel.

Vyzera to tak, akoby sa v tomto pripade proti nam priroda spikla. A naozaj je to tak, avsak
nie len v tomto pripade. Ukazuje sa, ze v prirode existuje principidlne obmedzenie na nasu
schopnost’ sticasne merat’ s 'ubovol'nou presnost’ou hodnoty niektorych veli¢in. A tiez, ze meranie
zasadne ovplyviiuje merany systém. Tieto obmedzenia si vel'mi malé a preto ich nepozorujeme v
kazdodennom Zivote a neobjavuju sa ani v zakonoch klasickej fyziky. Ked vsak zacneme Studovat’
svet na atomovych rozmeroch, musime ho zobrat’ na vedomie. Tieto obmedzenia sa podla nasho
sticasného chdpania nedaji obist”, ¢o bolo potvrdené aj vo vietkych doterajsich experimentoch.

6To je samozrejme klasickd tivaha, ale nie je neprirodzené ocakévat, ze interakcia elektrénov s foténmi bude
mat’ vplyv aj na amplitidu pravdepodobnosti.
"Mohlo by sa zdat’, Ze to nie je ni¢ nové, ze aj v klasickej fyzike malo kazdé meranie nejaky vplyv na merany



Ukazuje sa teda, ze ziskanie informacie o tom, ktorou strbinou elektron preletel, zédsadne zme-
nilo vysledok dvojstrbinového experimentu. Na zaklade tejto skiisenosti je preto vhodné doplnit’
2. pravidlo o amplitidach pravdepodobnosti: Amplitiidy sa budu scitovat’ len vtedy, ak na
zaklade nasho merania nebudeme vediet’ rozlisit’, ktorou Strbinou elektréon preletel.
V takom pripade je vysledna amplitida pravdepodobnosti detekcie elektronu na T v bode x rovna

(2| Z) = (x| Z)1 + (| Z)2 = (z|1)(1 Z) + (x]2)(2|Z) = Y (x]i)(i| Z). (20)

i=1,2

Tento vysledok sa da zovSeobecnit’ na pripad, ked’ medzi zdroj Z a tienidlo T vlozime viacero
dosiek s roznymi poctami Strbin. Pridajme napriklad k povodnej doske s dvoma Strbinami 1 a
2 este jednu dosku s troma Strbinami A, B, C. Potom amplitidu pravdepodobnosti, ze elektron
najdeme v bode x mézeme poskladat’ z nasledovnych casti

(@l Z)=" > > (xli)liNil2). (21)

j=A,B,Ci=1,2

Takto by sme mohli pokracovat’, pricom vlozenie kazdej d’alsej dosky by bolo reprezentované
vlozenim clena typu Y, |k)(k|, kde s¢itovanie prebieha cez vsetky Strbiny v danej doske.

Nesmieme stratit’ zo zretel'a, ze vSetky uvedené vzt'ahy vyjadruja len pravidld skladania am-
plitad pravdepodobnosti, ale nehovoria ni¢ o tom, ako tieto amplitidy vypocitat’. Tieto formélne
vzt’ahy nas vSsak mozu navigovat’ k ndjdeniu spravneho matematického jazyka, ktory by mohol
umoznit’ sformulovanie tedrie mikrosveta.

Predpokladame, a d’alsie experimenty to potvrdzuju, ze nase tri pravidla o amplitidach pravde-
podobnosti sa neobmedzuju len na spravanie sa elektronov a foténov v dvojstrbinovom experi-
mente. Pokusime sa teda nasSu skusenost’ z tohoto experimentu zovSeobecnit’ a preformulovat’
tieto tri pravidla v obecnejsej podobe:

1. Nech je fyzikalny systém v stave S. Pravdepodobnost’ namerania vysledku V
v tomto fyzikdlnom systéme je rovna [(V|S)|?, kde (V|S) je komplexné ¢islo
nazyvané amplitiida pravdepodobnosti.

2. Ak casovy vyvoj systému z danych pociatoénych podmienok 7 formalne rozclenime
na m nezavislych paralelnych sposobov, pre ktoré amplitiidy pravdepodobnosti
namerania vysledku V su (V|Z);, i = 1,...,m, potom celkovd amplitiida pravde-
podobnosti namerania vysledku V je

m

(V1z) =2 (VIZ).

i=1

Ak do experimentu zahrnieme merania, ktoré ndm umoznia rozlisit’, ktorym
z tychto sposobov sa systém z pociatoénych podmienok 7 naozaj vyvijal (a

ponechame vsetky moznosti otvorené), potom pravdepodobnost’ namerania vysledku

V je
P(V|Z) =3 _[{VIZ)il*

i=1

fyzikalny systém. Zasadny rozdiel ale spociva v tom, ze podla klasickej fyziky sme verili, Ze ndm ni¢ nebréni tento
vplyv I'ubovolne minimalizovat. QM vS8ak tvrdi, Zze v prirode existuji objektivne hranice zvac¢Sovania presnosti a
Ze meranie vo vSeobecnosti zdsadne meni merany systém.



3. Nazvime “udalost’ou” nameranie vysledku V na systéme, ktorého stav sa vyvijal
z pociatocnych podmienok Z. Ak nejakd udalost’ rozclenime na postupnost’ na
seba nadvazujucich podudalosti, potom vysledna amplitiida tejto udalosti sa da
napisat’ ako stucin amplitid jednotlivych podudalosti

<V‘Z> = <V|Am><Am‘Am—1> ce (A3]A2><A2|A1><A1|Z>,

kde Ay, A, ..., A, zohravaju striedavo tlohu meranych vysledkov aj poc¢iatocnych
podmienok pre jednotlivé podudalosti.

2.2  Vlnova dizka elektrénu

V roku 1924 franctzsky fyzik Louis de Broglie vyslovil hypotézu, podla ktorej je kazdému
vol'nému elektrénu s hybnost’ou p’ priradend rovinna vlna expli(k7 — wt)]. Vzhl'adom na
opisané podobnosti v spravani sa fotonov a elektronov nas neprekvapi, ze de Broglie zvolil

1 1

k=-p, w=-F. 22
Vlnové dizka elektrénu s hybnost'ou p’ teda je
h
7]

Tu je dobré si uvedomit’, ze z de Broglieho hypotézy nie je vobec jasné, ¢o si pod de Broglieho vinou
predstavit’. Aka je jej fyzikalna podstata. Len predpokladdme, ze tato vlna akymsi sposobom
riadi pohyb elektrénu.

Prirodzene vznika otézka, co dosadit’ za F v (22). Je to celkova relativistickd energia elektrénu
E = mc? (a prelativisticka hybnost’)? Alebo sa tato de Broglieho hypotéza vztahuje len na klasické
(v < ¢) elektrény, takze E je povedzme kinetickd energia E = p?/2m? Je fakt, ze vSetky nase
pozorovania, ktoré viedli k hypotéze (22), sa tykali nerelativistickych elektrénov. V atéme vodika,
pri Davisson-Germerovom experimente, pri interferencii na dvojstrbine, tam vSade mali elektréony
rychlosti omnoho mensie ako rychlost’ svetla. Na zdklade tychto pokusov nevieme ni¢ o tom,
ako by sa spravali relativistické elektrény a teda neméme ani priamu podporu pre de Broglieho
hypotézu. Na strane druhej vsak (22) je sticast’'ou hypotézy o symetrii medzi elektrénmi a foténmi.
Hypotézy, ktora navrhuje, ze fotény aj elektrony maju spoloéni podstatu a podliehaji rovnakému
opisu. Lenze fotény su ¢isto relativistické castice a teda E v ich opise musi byt relativisticka. V
zaujme uvedenej analdgie je preto prirodzené predpokladat’, ze aj v pripade elektrénov rovnice
(22) st relativistické.

Napriek tomu sa v QM budeme zaoberat’ len casticami pri nerelativistickych rychlostiach
(energiach) a samotnd QM, ktort tu sformulujeme, bude nerelativistickou tedériou. To znamend,
ze oblast’ jej platnosti bude ohrani¢ena len na rychlosti malé v porovnani s rychlost’ami svetla. Je
preto uzitoéné pozriet’ sa na to, aka je suvislost’ parametrov kawde Broglieho viny s veli¢inami,
ktoré charakterizuju pohyb elektronu v nerelativistickom rezime. Pre hybnost’ v limite v < ¢ plati

p= % IS o, (24)
v

c2
takze spravnu vinovi dizku elektrénu pri malych rychlostiach dostaneme, ked v (22) dosadime aj
nerelativistickd hybnost’. Trochu zlozitejsia je situacia s energiou. Tam pre volny elektrén plati
2

2
E:\/m:mc2 1+ b = m02+%:m02+Ekin> (25)

m2c? m
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kde Ey;, je klasicka kineticka energia elektrénu. To znamend, ze frekvencia elektréonu je

2 2
mc
w="o g L

h 2mh’

(26)

Ocividne teda ani pri malych rychlostiach nemozeme pri vypocte frekvencie de Broglieho viny
ignorovat’ relativisticky prispevok mc?/h, ktory ja ovela vacsi ako druhy ¢len v (26). Ako vsak
neskor uvidime, pritomnost’ prvého clena v (26) nemd vplyv na fyzikdlne meratelné vysledky v
QM.

Aby sme ziskali predstavu o konkrétnych ¢islach, skisme spocitat’ vinovia dizku elektrénov v
televiznej obrazovke. Tieto elektrony si urychlované typickym napatim okolo 10 kV. Pri tom
jeden elektrén nadobudne kinetickid energiu Ei, = 10 keV, ¢o je 1,6 x 1071° J. KedZe ide o
nerelativisticki energiu, hybnost’ elektrénu je

P = \/2mEpin = /2 x 9,1x10-31kg x 1,6 x 10-15] ~ 5,4x 10 kg m s, (27)

Tomu zodpoveda vinova dizka

h 6,6x 10734
A=t 50X Y ~1,2x10"Mm =1,2x 10 nm. (28)
p  5,4x1072kg m s

Vidime, ze vlnova dizka elektrénov v TV obrazovke je omnoho mensia ako vlnova dizka viditel'ného
svetla. Ocakavame, ze vlnové vlastnosti elektréonov sa prejavia pri interakcii so Strukturami,
ktorych rozmer bude porovnatelny s vlnovou dizkou uvazovanych elektrénov. Kedze sa v televiznej
obrazovke takéto malé struktiry nenachadzaji, neprejavuju sa ani vinové vlastnosti elektronov.
Ina vsak bola situédcia pri rozptyle elektrénov na monokrystale, kde typické rozmery atémov, ako
aj ich vzdialenosti, st radove 107 m

Ak je de Broglieho hypotéza krok spravnym smerom k opisu tohoto sveta, potom by mala
platit’ nielen pre elektrény, ale pre akékolvek objekty nezavisle na ich hmotnostiach a rozme-
roch. Takze v principe by sa vlnové vlastnosti mali prejavit’ aj keby sme striel’ali na dvojstrbinu
napriklad brokmi. Ako je teda mozné, ze v tomto pripade nevidime interferenc¢ny obrazec? Nuz
ak urobime zodpovedajice vypocty pre broky, zistime, ze vzhladom na extrémne mali vinovi
dizku “brokovych vin” sa maxim4 a minim4 interferenéného obrazca striedaju na vel'mi malych
vzdialenostiach. Ovel'a mensich ako je nasa schopnost’ rozlisit’ polohu broku. Takze rozlozenie
hustoty brokov na tienidle, ktoré by sme namerali, kopiruje len “obalku” jednotlivych maxim
interferenéného obrazca.

Rozmerové skaly objektov a javov, s ktorymi mame osobnt skisenost’ prostrednictvom nasich
zmyslov a ktoré viac-menej zamestnavali fyzikov do konca 19. storoc¢ia, boli ovela vacsie ako
de Broglieho vlnové diiky. Podc¢iarknime, ze faktorom, ktory rozhoduje o velkosti tychto vinovych
dIZOk, je hodnota Planckovej konstanty. Jej malost’ odstiva pozorovatelné kvantové efekty do
oblasti mikrosveta.

2.3 Bohrova interpretacia de Broglieho viny

De Broglieho vilny su sucast’ou snah o vysvetlenie podivného “vinového” spravania sa elektronov,
ktoré sme rozoberali v dvojstrbinovom experimente. Videli sme, ze podobné spravanie vykazuju
aj fotony a ako sa ukazuje, ide o univerzalnu vlastnost’ vsetkych hmotnych objektov. Hypotéza
Louis de Brogliecho nam sice umoznila robit’ kvantitativne odhady vlnovo-¢asticovych efektov,



ale nevysvetl'uje povod ani podstatu de Broglieho viny. Nepodava ani systematicky vyklad jej
vlastnosti: nevieme, ako sa bude tato vina spravat’, ked’ na elektron bude posobit’ nejaka sila.

Schrodinger vyslovil hypotézu, Ze de Broglieho vina predstavuje rozlozenie hmotnosti ¢astice v
priestore. Ze totiz elektrén nie je mald tuhd gulicka, ale “hmotnd vlna”. Slabinou tejto predstavy
je, ze kazdy priestorovo lokalizovany vinovy rozruch sa v neohrani¢enom priestore a ponechany
sam na seba s casom rozplyva do sirky. Takze to, ¢o by spociatku vyzeralo ako hmotny bod,
by postupom ¢asu mohlo narast’ do 'ubovolnych rozmerov, ¢i dokonca stratit’ svoju priestorovi
integritu vytvorenim viacerych oddelenych lokalnych maxim.

Fungujice vysvetlenie podstaty de Broglieho viny, ktoré je akceptované podnes, sformuloval
dansky fyzik Niels Bohr. Podla Bohra, na dplné zadanie stavu elektrénu potrebujeme
poznat’ amplitidu pravdepodobnosti lokalizacie elektrénu pre kazdy bod priestoru.
To znamend, ze potrebujeme poznat’ akisi komplexnu funkciu polohy (7). V naSej Specidlnej
symbolike by sme mohli tito amplitidu oznacit’ ako (7]i)). Je to amplitida pravdepodobnosti, Ze
elektron, ktory sa nachddza v stave oznacenom pismenom 1w, bude nijdeny na mieste 7. Jedna
technicka poznamka: vzhl’'adom na spojity charakter mnoziny moznych poloh lokalizacie elektronu
v priestore je |1 (7)]? hustotou pravdepodobnosti. Pravdepodobnost’ lokalizdcie elektrénu v ne-
jakom kone¢nom priestorovom objeme by sme dostali integrovanim tohoto vyrazu cez uvedeny
objem. Pre infinitezimalny objem d*7 = dxdydz je dané vyrazom

dP = [p(F)* d°F. (29)

Funkcia 1 () sa zvykne nazyvat’ vinovou funkciou.

Pre elektrén v 'ubovol'nom stave musi platit’, ze ak ho budeme hl'adat’ v kazdom bode priestoru,
potom ho urécite ndjdeme. Matematicky tito podmienku vyjadruje tzv. normalizacnd podmienka,
ktori musi vlnova funkcia spiﬁat’

[ ety ) do dy dz = 1, (30)

kde integrujeme cez cely trojrozmerny priestor. Tato podmienka znamena, ze pravdepodobnost’
najdenia daného elektrénu niekde vo vesmire je rovna jedne;j.

Podl’a Bohra vinové funkcia nesie najiplnejsiu moznt informéciu o stave elektrénu. Nemozeme
o stave elektronu vediet’ viac, nez ¢o nam o nom hovori vinova funkcia. Vo vseobecnosti je teda
principidlne vylicené, aby sme vedeli povedat’, kde elektrén ndjdeme. Pre dané miesto (oblast’)
dokazeme predpovedat’ iba pravdepodobnost’, s ktorou tam elektrén bude lokalizovany.

Nemusime azda diskutovat’ o tom, ze stav elektréonu sa moéze s casom menit’ (ak by to tak
nebolo, nemali by sme sa vo fyzike prakticky ¢im zaoberat’). To ale znamend, Ze sa s ¢asom moze
menit’ vinova funkcia, ktora tento stav opisuje. Zo skisenosti vieme, ze ¢asovy vyvoj fyzikalnych
systémov zavisi od vonkajsich podmienok (napr. posobiacich sil), v ktorych sa systém nachddza.
Principidlnou otazkou kazdej fyzikalnej tedérie je najdenie pohybovej rovnice, ktorej riesenim je
casovy vyvoj fyzikdlnych systémov opisanych touto tedriou. V klasickej mechanike je casovy
vyvoj polohy a rychlosti hmotného bodu riesenim Newtonovej pohybovej rovnice d?7/dt* = F /m.
V QM potrebujeme najst’ pohybovi rovnicu, ktorej rieSenim by bol casovy vyvoj vinovej funkcie.
de Broglieho rovinné vina popisujuca pohyb volného elektronu s danou hybnost'ou v sebe obsahuje
aj informéciu o jej casovom vyvoji. Ak by ale na takyto elektron, ktory by bol v nejakom okamihu
popisany vlnovou funkciou exp(iEf’), zacali posobit’ nejaké sily, potom sa dé ocakavat’, ze by sa
zmenil prave ¢asovy vyvoj tohoto stavu. Akym sposobom, to budeme vediet’, ked’ budeme poznat’
pohybovi rovnicu.
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Ked’Ze vlnova funkcia je amplitidou pravdepodobnosti, mali by pre nu platit’ nase tri pravidla,
ktoré sme sformulovali pri dvojstrbinovom experimente. Nech je stav elektronu prechadzajiceho
cez Strbinu 1 opisany vlnovou funkciou ¢, a stav elektréonu prechadzajiceho cez strbinu 2 opisany
vlnovou funkciou 5. Ak nevieme v nasom experimente rozlisit’, ktorou strbinou elektrén naozaj
presiel, potom je pravdepodobnost’ jeho najdenia v bode 7 dana vlnovou funkciou

07) = () + al), (1)

kde N je tzv. normalizacnd konstanta, ktort urcime z normaliza¢nej podmienky pre (7). Vzt'ah
(31) by mal byt’ splneny v kazdom ¢asovom okamihu. Ak si teda (7, 1) a o7, t) ¢asové vyvoje
stavov elektronu prechadzajiceho strbinami 1 alebo 2, potom musi byt’ moznym ¢asovym vyvojom
aj ich sucet alebo obecnejsie linearna kombinacia. Hovorime, ze vlnové funkcie Spiﬁajﬁ Princip
linedrnej superpozicie. Takuto vlastnost’” maju rieSenia linedrnej diferencialnej rovnice: ak je
rieSenim 1)1 aj 1Y, potom je rieSenim aj ich linearna kombinécia. Tak dostdvame dolezité obmedze-
nie na vlastnosti hl'adanej pohybovej rovnice.

Na zéklade tychto skutocnosti je zrejmé, ze vinové funkcie sa skutoéne spravaju ako viny:
Siria sa priestorom a linedrne sa skladaju. Z pohl'adu Bohrovej interpretacie vSak nejde o Sirenie
rozruchov materialnej povahy, ale o matematické objekty charakterizujiuce stav elektronu.

Co sa vak stane, ak elektrén, ktory sa nachadzal v stave 9 () ndjdeme pomocou detektora
elektrénov na nejakom konkrétnom mieste 757 Detektor mohol lokalizovat’ elektréon vtedy, ak
mala v 7y nenulovi hodnotu. Ak teda existovala nenulovd, nie nevyhnutne 100%-n4, pravdepodob-
nost’ jeho vyskytu v 7. Avsak v okamihu, ked” detektor “cvakol”, vieme naisto, ze elektréon sa
nachadza prave tam. To ale znamena, ze sa od toho okamihu musi nachadzat’ v tiplne inom stave
popisanom tplne inou vlnovou funkciou. Funkciou, ktord je nenulova len vo vnutri objemu de-
tektora. Tato ivaha ilustruje d’alsie pravidlo Bohrovej interpretacie QM: Meranim konkrétnej
fyzikalnej veliciny sa skokom zmeni stav fyzikalneho systému tak, ze v novom stave
bude merana fyzikdlna veli¢ina nadobidat’ namerani hodnotu so 100%-nou istotou.

Spociatku fyzici akceptovali Bohrovu predstavu len vel'mi t'azko. Newtonovskd mechanika
dévala jednozna¢nii predpoved’ polohy a rychlosti telesa pri zndmych poéiatoénych podmienkach®
a posobiacich silach. V klasickej fyzike vystupovala nahoda len ako dosledok nedostatku informéacii.
Bohrova interpretéacia vsak zavadza do opisu prirody ndhodu ako fundamentélny, neodstranitelny
efekt.

8V klasickej mechanike je stav hmotného bodu tplne zadany, ak je dand jeho poloha i a rychlost’ ¥. Ak pozndme
stav hmotného bodu v nejakom okamihu a ak pozname sily nan pésobiace, potom vieme jednoznacne predpovedat’
jeho stav v T'ubovolnom inom ¢ase.
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