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Uvod

Diferencialni a integralni (infinitezimalni) pocet se dnes pouZiva v mnoha
aplikacich, predevsim v pfirodnich a technickych védach.

Jiz Archimédes ze Syrékus (asi 287 — 212 pf.n.l.) ve spise De mechanicis pro-
positionibus ad Eratosthenem methodus (O metodé mechanicky odvoditelnych
vét), ktery vénoval svému piiteli Eratosthénovi (276 pt.n.l. — 194 pi.n.l.), uzi-
val metod velmi blizkych integralnimu poc¢tu. Tento spis byl nalezen az v roce
1906.

Vlastni infinitezimalni pocet s celym aparatem symboli, vzorci a metod
vynalezli koncem 17. stoleti soucasné — i kdyz v razné formé — némecky ma-
tematik a filozof Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) a anglicky badatel,
matematik a fyzik Isaac Newton (1643 — 1727), Leibniz spi§ z hlediska geome-
trického uziti, naopak Newton spiSe z hlediska uziti ve fyzice.

Leibnizovi pfislusi formalné priorita, i kdyz se o tom vedl velmi prudky
spor. Z terminologie a symboliky od Leibnize se toho také zachovalo mnohem
vice nez od Newtona; nase dnesni oznaCovani — zejména znacka f integralu —
pochazi od Leibnize!.

V diferencialnim poctu ma Leibnizovo jméno vztah pro vypocet n-té deri-
vace soudinu dvou funkci y = u - v, kde u, v jsou funkce proménné x. Vztah
svym tvarem pfipomind binomickou vétu (pro celistvé exponenty):

y(”) =u™ .yt n D Ly 4 n a2y 4 n SO}
1 2 n

Prace obou zakladatelt diferencidlniho a integralniho poc¢tu vSak nevznikly
»jako blesk z ¢istého nebe“, ale navazaly na fadu svych predchiidcti. Mezi nej-
vyznamnéjsi patfili pfedevsim francouzsti matematici René Descartes (1596 —
1650), ktery zavedl pojem funkce, Pierre de Fermat (1601 — 1665), Newtontiv
uéitel Isaac Barrow (1630 — 1677) a fada dalsich.

Mezi dalsi matematiky, ktefi se zaslouzili o rozvoj infinitezimalniho poctu,
patil pfedevSim SvycarSti matematici Leonhard Euler (1707 — 1783), bratfi
Jacob Bernoulli (1654 — 1705) a Johann Bernoulli (1667 — 1748) a francouzsky
matematik Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813). Zajimavé je, Ze pfedevsim
Euler zaujal k Leibnizovu integra¢nimu znaménku [ kritické stanovisko. Euler
prohlasuje v ,Institutiones calculi integralis“ (1768), Ze znaménko, které ackoliv
se vzilo, je nevhodné, nebot nevystihuje pojem integralu jako primitivni funkce,
jak byl v té dobé pfedmétem tvah. Vyvoj vsak postupné spél k tomu, definovat

IToto znaménko vzniklo v roce 1675 pieménou ze sumaéniho znaménka, S — Leibniz nazval
integralni pocet skute¢né ,calculus summatorius“.



integral skutecné limitou souctu, ¢imz bylo s pozadovanou presnosti stanoveno,
co Leibniz pouze v hrubych rysech tusil.

Dalsi zpresnovani, které bylo od 17. stoleti zaloZzeno na pojmu ,nekoneéné
malé veli¢iny“, provedl matematik Bernard Bolzano (1781 — 1848) a ve velké
mife francouzsky matematik Louis Cauchy (1789 — 1857), ktery zavedl pojem
limita funkce (kolem roku 1820). Cauchy vybudoval teorii integrélu pro spojité
funkce jedné proménné. O dalsi vyznamny pokrok se zaslouzil némecky mate-
matik Bernhard Riemann (1822 — 1866). Nejdulezitéjsi zobecnéni Riemannova
integralu provedl v roce 1902 francouzsky matematik Henri Lebesque (1875 —
—1941).

Ve vycétu svétovych matematikti jsme se omezili jen na nékteré, mnohem
podrobnéji je mozno se s touto problematikou seznamit z hlediska jeji historie
na pfilozeném CD ROMu. Ani zde neni ale vycet jmen tplny, jsou zde uvedena
predevsim téch matematiki, jejichZ prace ma nejvétsi pfinos pro fyziku.

Nakonec se jesté zminime alespoii o dvou (i kdyz jich bylo mnohem vic) na-
Sich vyznac¢nych matematicich, kteii se touto problematikou zabyvali. Jak jiz
bylo vyse uvedeno, ke zpfesnéni pojmu limita, derivace a spojitost funkce, pri-
spél Bernard Bolzano. Dalsi vyvoj dale velmi vyznamné ovlivnil Vojtéch Jarnik
(1897 — 1970), autor dodnes pouZivanych vysokoskolskych ucebnic integralniho
a diferencidlniho poctu.

V tomto textu se budeme dale zabyvat pouze uzitim diferencidlniho poc¢tu
ve fyzice, ddle pak bude navazovat dalsi text, tykajici se uziti integralniho poctu
ve fyzice.



1 Pojem derivace funkce

Derivace a integral jsou matematické pojmy, které maji jak v matematice,
tak ve fyzice nezastupitelné uplatnéni. Podivejme se nyni, jakym zptisobem je
derivace funkce zavedena.

1.1 Derivace

Pod pojmem derivace rozumime vyraz typu

dy _ o, BY

= lim .
dr Az—0 Ax
Pokud jsou veli¢iny x a y vazané funkéni zévislosti y = f(z), je mozno derivaci

psat ve tvaru
dy _ . flet A~ (@)

—Z = lim
dx Az=0 Az

Derivace je tedy limita podilu dvou pfirtstkia Ay a Az. Je vSak tifeba zdiraznit,
Ze toto ma smysl jen v pripadé, ze veli¢iny x a y jsou navzajem vazany néjakou
funkéni zavislosti y = f(x).

Pokud bychom ve fyzice uvazovali napt. podil %, kde ds je diferencial
drahy, kterou hmotny bod urazi za ¢asovy interval d¢, ma tento podil rozumny
a konkrétni smysl, protoze urcuje velikost okamzité rychlosti hmotného bodu.

1.2 Diferencial funkce

Nekonecné mala veli¢ina — diferencidl veli¢iny x je veli¢ina, kterou oznacujeme
df.

Diferencial df funkce f je za predpokladu, Ze existuje derivace f'(z¢) dan
vyrazem

df = f'(zo)(z — o).

Diferencial hmotnosti oznacujeme dm, sily dF, atd.

1.3 Vyznam derivace jako fyzikalni veli¢iny

Pripomenme si, jak v mechanice mérime primérnou a okamzitou rychlost. Pri-
mérné rychlost je definovana jako podil pfiristku drahy ds a ¢asového intervalu
dt, tj.

As

’Up:A—t.



Prechod od méfeni rychlosti pramérné k rychlosti okamzité jste provadéli tak,
Ze jste postupné ¢im dal vice zmensovali Casovy interval. Z hlediska nasich ivah
to ale znamenad, ze jste provadéli limitni prechod, neboli
. As ds
v= lim — = —.
At—0 At dt¢
Derivace drahy podle ¢asu tedy vyjadiuje (zatim skaldrné) velikost okamzité
rychlosti.
Jak vyse uvedenou situaci realizovat prakticky si ukdzeme na nize uvedeném
prikladu.

Priiklad 1 — volny pad

Predpokladejme, Ze jsme experimentalné zjistili, Ze draha volného padu je dana

vztahem
1 .2
s = —gt“.
29

Odvodte pomoci derivace vzorec pro okamzitou rychlost volného padu.

Reseni
Pro velikost okamzité rychlosti hmotného bodu padajiciho volnym padem plati

_ds

’U—E.

Zatim ale neumime provést naznacenou operaci derivace. Pokusme se postupné
naznacenou derivaci provést v souladu s tim, jak jsme derivaci zavedli. Plati

1 1 1
As = s(t+ At) = s(t) = 5g(t + At)? — §gt2 = 5902t + A)At.

Pak

1
ds . As 59(2t + At)At

U@ T Ao A At Al 59 2t=gt

Je tedy velikost okamzité rychlosti volného padu déana vztahem
v = gt.

7 tohoto vztahu je mozno urcit velikost okamzité rychlosti volného padu

(9 = 10 m-s~2) na konci prvni sekundy v = 101 m-s72 = 10 m-s~2.



1.4 Derivace elementarnich funkci

V dalsim textu, pokud vyslovné neuvedeme jinak, budeme uvazovat, ze mame
funkce proménné z, pak budeme derivaci funkce podle proménné x oznacovat
¢arkou. Pokud bychom derivovali podle jiné proménné nez = a nebylo zfejmé,
podle jaké proménné se derivace provadi, pouzijeme zpusob zapisu derivace
pomoci diferenciala.

V predchazejici ¢asti jsme si ukazali, jak lze ze vztahu s = %th pro drahu

volného padu odvodit vztah pro vypocet velikosti okamzité rychlosti volného
padu v = gt. Okamzitou rychlost jsme vypocetli jako derivaci drahy podle ¢asu.
Podivejme se ted na derivaci funkce z hlediska matematiky.

Zkusme zderivovat kvadratickou funkci y = x2 podle . Derivaci funkce y

. U - d
podle z v matematice b&7né znaéime y’ = %

MizZeme tedy pocitat
y = a?,
y+ Ay = (z + Azx)?.

Potom
Ay = (z + Az)? — 22 = (2zAz + Az)Ax.

Po tpravé a provedeni limitniho pfechodu dostaneme

g = lim DY gy BEHADAT
Az—0 Az Az—0 Az
Je tedy
y = (%) = 2.

Podobnym postupem bychom mohli zjistit, ze 2’ = 1, () = 322, (z*)’ =
=423, (z°) =1 =0.

Plati tedy pro derivaci mocniny vztah 2™ = naz"~!. Obdobné bychom mohli
ukazat, ze pokud se pied derivovanou funkci vyskytuje konstanta, staci ji pii
derivaci vytknout. Ukazme si to na néasledujicim prikladu:

y=4z> + 32>+ +1,

y' =4-322 +3- 20+ 0= 1222 + 6a.

kladu, aniz jsme si to uvédomili: soucet derivujeme tak, ze derivujeme postupné
jednotlivé ¢leny a vSe pak zase vyjadiime ve tvaru souctu.

Obdobnym zpiisobem by bylo mozno odvodit i dalsi pravidla pro derivace
funkci, my uz si je pouze uvedeme a naucime se je pouzivat.



1.5 Pravidla pro derivaci funkci

V nésledujici tabulce si uvedeme pfehled derivaci elementérnich funkei (defi-
ni¢éni obor neuvadime, ale je mozno si ho odvodit z vlastnosti funkci, které
obdrZzime po provedeni derivace).

fry=fz) y = f'(z)
y=c,cER y =0
y=z",neR y' =naz"!
y=e® y =e®
y=a% (a>0,a#1) |y =a"lna
y=Inx y’:l
x
1
_ r_
y =log,z, (a >0) V' = g
y =sinz y = cosx
Y = COSXT y = —sinz
y=tgx e
cos’ x
1
y = cotgx Y =——
sin”
. 1
/
= arcsinT = ——
’ RV
1
= arccos =
Yy Yy T2
y = arctg y = 1 5
1+
y = arccotg y =— 1 =
142z

1.6 Derivace souc¢tu, rozdilu, souc¢inu, podilu dvou funkci

Necht funkce u = f(x), v = g(x) maji derivace v/, v’ v daném bodé. Potom
maji niZze uvedené funkce rovnéz derivace v daném bodé a plati

!/ /

(u+v) =u +,



Je-1i navic v daném bodé v # 0 plati

Pozndmka

Specidlnim piipadem derivace souéinu dvou funkci, ktery je v praxi velmi
¢asto vyuzivany, je situace, Ze jedna z funkci je konstantni (derivace konstanty
je rovna nule). Pak derivaci provadime tim zptsobem, Ze konstantu ¢ vytkneme
a derivujeme pouze druhou funkci, tj.

(c-u) =c-u.

Priklad 2 — derivace funkeci

Urcete derivace nasledujicich funkci:

1. y = 5z* — 322,

Dalsi resené priklady k procviceni techniky derivovani a ulohy
k samostatné praci (s odkazem na uplné feSeni) jsou uvedeny na
prilozeném CD ROMu v ¢&asti Diferencidlni pocet ve fyzice.



1.7 Derivace sloZené funkce

Méjme napt. funkci y = Insinz. Je to logaritmicka funkce, jejiz argument neni
nezévisle proménnd x nybrz funkce sinz této proménné. Funkce tohoto typu
nazyvame sloZenymi funkcems.

Nyni nahradime sin z pismenem u. Potom y = Inu, kde u = sinx. Zavedli
jsme pomocnou proménnou v a vyjadrili funkéni zavislost y na u a u na .

Jestlize analogicky v zavislosti ¥ = /1 + 22 oznaéime 1 + 22 pismenem u,
vyjadiime tim i tuto zavislost jako zavislost y na v a v na z.

Jestlize obecné urc¢ime pro danou funkci proménné x zavislost y na pomocné
proménné v a proménné u na x, tj. jestlife y = f(u), kde u = p(x), potom
takovdto zdvislost y na x urcuje ,funkci funkce®, ¢ili sloZenou funkci.

Jestlize v zavislosti y = f(u) nahradime u pomoci ¢(x), ziskdme vztah

y = fle(@)]-

Na tomto zpusobu zapisu ihned vidime, Ze argumentem funkce f neni nezavisle
proménnd z, nybrz funkce o(x).

Nyni si jesté ukazeme, jak takovou funkci derivovat.

Je-li y = f(u), u = p(z), potom derivace y podle proménné = je rovna
derivaci y podle proménné u, nasobené derivaci u podle proménné .

Vyse uvedené tvrzeni nebudeme dokazovat, rovnéz také predpoklddame, ze
pri derivaci jsou splnény vSechny predpoklady existence derivaci a spojitost
funkei (ve fyzice tomu tak bude témét vzdy). Dikazy vySe uvedenych tvrzeni
je mozno nalézt v ucebnicich diferencidlniho poctu.

Nyni ndm uz zbyva jen si ukazat, jak zderivovat vyse uvedené funkce dle
uvedeného navodu.

Funkce y = Insin x:

1
y =(nu) v == v =——"cosz = cotgr.
u sinz
Funkce y = /1 + 22:
1 1 T

Priklad 3 — derivace slozené funkce

Vypoctéte derivaci funkee y = va? — 22 pro z € (—a;a).

10



Reseni

2

Jedna se o slozenou funkci: y = \/u, u = a® — 22. Pouzitim vzorce pro derivaci

slozené funkce obdrzime

Yy = 1= ;(a2f:p2)/: ;.(,293) -
2\/u 2va? — 22 2va? — 22 a? — 2

Zpusob zapisu derivovani slozené funkce, ktery jsme az doposud pouzivali, je

velmi nevhodny. Na tomto pfikladu si ukdZzeme mnohem jednodussi zpiisob

zapisu.

Méjme dénu funkci y = va? — 22. Thned je vidét, ze je to sloZend funkce.
Nahradime si v duchu vyraz a® — 22 pod odmocninou proménnou u, derivujeme
y podle proménné u = a® — z? a vynasobime derivaci u podle proménné z, tj.
vyrazem (a? — x2)’. Dostaneme

/ 1 (a2—x2)’=—

4  2Va? — a2 a2 — z2’

Nakonec, pokud uz si techniku derivovani vice osvojite, je mozno zjedno-
dusit i posledni zptisob zapisu tim, Ze ,vynechame“ souéinitele (a? — z2)’ a

dosadime za néj vysledek derivovani zékladu a® — 22
1 T
V= v =
2va* —x a® —x

Dalsi feSené priklady k procviceni techniky derivovani sloZené
funkce a tulohy k samostatné praci (s odkazem na Gplné FeSeni) jsou
uvedeny na priloZzeném CD ROMu v ¢asti Diferencidlni pocet ve fyzice.

1.8 Druha derivace

Kromé prvni derivace se ve fyzice ¢asto setkdvame i s druhou derivaci (popf. i
vyS$Simi). Jedné-li se napf. o funkci y proménné z, pak druhou derivaci ozna-
¢ujeme jako

d2y
dz?’

Druhy zptisob zapisu je vhodné pouzivat v pfipadech, kdy nederivujeme podle
proménné x. Pak bychom ve vyse uvedeném zapisu nahradili proménnou x
jinou proménnou (mtiize to byt napt. t).

1

¥y nebo

11



Pod druhou derivaci rozumime funkci, kterou ziskdme derivaci funkce %

(zkracené y') podle jeji proménné (v tomto pfipadé z). Plati

()
n_ d2y - dz - d_y/

y—@— dz ~ dz’

1.9 Parcialni derivace

S pojmem parcidlni derivace se setkavame u funkci vice proménnych. Méjme
napiiklad funkci
u =222 + 9>,

kde = a y jsou nezavisle proménné a u je zavisle proménna veli¢ina. Funkci
u(z,y) mizeme derivovat bud podle proménné = nebo podle proménné y. Po-
stup derivace a zapisu derivaci vypada nasledovné:

ou 0
gz = 352 +0) = 4a,
ou 0
8—y = @(21’2 -+ yS) = 3y2

Jestlize derivujeme podle proménné x, povazujeme pfitom veli¢inu y za
konstantu a naopak, kdyz derivujeme podle proménné y povazujeme veli¢inu
x za konstantu.

Tak, jako jsme zavedli druhou derivaci funkce jedné proménné, je mozno
také zavést druhé parcidlni derivace (mohou byt i smiSené).

Vice informaci o smiSenych parcialnich derivacich je uvedeno na CD ROMu
jako priloze k tomuto textu — ¢ast Diferencialni pocet ve fyzice.

My se v tomto textu parcidlnimi derivacemi zabyvat nebudeme — tato pro-
blematika prekracuje radmec tohoto textu, ktery je urcen v prevazné mite pro
zaCateéniky. S parcidlnimi derivacemi se muzete setkat ve fyzice napt. u vlnéni

(rovnice postupné viny y = y, sin 27 (% — %) je funkci dvou proménnych z a

t, chceme-li tuto funkci derivovat, je v tomto piipadé jiz nutné zapsat derivaci
jako parcidlni) nebo i pfi popisu fyzikalnich poli (napf. veli¢ina intenzita elek-
trického pole je v8eobecné funkci soufadnic a mize byt zdrover i funkei ¢asu).

12



Pozndmka
Ve fyzice velmi Casto také pouzivame razné zjednoduseni zapist derivaci.
S jednim z nich uz jsme se setkali — derivaci podle soufadnice jsme zapisovali

2
pomoci ¢arky, tj. napt. 3y’ = g—z, Yy’ = 37‘2 Dalsi zjednoduseni, které se rovnéz
casto pouziva je zapis derivace podle ¢asu pomoci tecek, tj. napf. § = %,
. d?%y
y - dt2 N

1.10 Derivace vektorové veli¢iny

Chceme-li napf. v kinematice popsat polohu hmotného bodu v prostoru, zavé-
dime veli¢inu polohovy vektor r. Polohovy vektor urcuje polohu hmotného bodu
vzhledem zvolenému vztaznému bodu — obvykle pocatek soustavy soufadnic.
Polohovy vektor r hmot- Ay
ného bodu v prostoru vzhledem
k pocatku pravouhlé soustavy

soufadnic je mozno pomoci pra- A ————— 1
vouhlych soufadnic uvedeného // m //
bodu v prostoru (viz obr. 1) vy- 4 7
<2 1we ﬁ - 4 - — — ‘A
jadrit vztahem

r

r=xi +yj + zk,

kde i, j, k jsou jednotkové vek-
tory ve sméru soufadnicovych
o0s, pricemz

Obr. 1 Polohovy vektor r
Potom muzZeme rychlost pohybu hmotného bodu definovat vztahem
dr
v=—.
dt

Dale pak miizeme psat

v:vxi—i—vyj—f—vzk:i—fi—i-%j—i—i—ik.

13



Ve slozkach je mozno psat
_dx . _dy. _dz
’Ua:—ay 'Uy—Ev ’Uz—a-
Jestlize jsou v., vy a v, soufadnice rychlosti, pak velikost rychlosti mizeme
urcit pomoci vztahu

v=,/vZ+ vg +v2.
Dale je mozno také urcit zrychleni pohybu, které mizeme definovat vztahem
v
Tt A

Vyse uvedeny vztah pro zrychleni pohybu a je mozno déle rozepsat

. , Cdvg . douy . dv,,  d2x, | d%y. , d3z
0 =api+ayf+ak="gri+ g+ gk =guit gmit gk
Ve slozkach je mozno psat
g Qo Lz dy, Ay de. d22
oAt de?? Yooodt o de?’ Fodt o ar?

Analogicky jako v pfedchozim pfipadé je mozno pro velikost zrychleni psat

|a|:a:1/a§:+a§+a§.

Nyni si ukdzeme, jak vySe uvedené poznatky pouzit pfi feseni tiloh.

Priklad 4 — parametrické rovnice

Hmotny bod se pohybuje v roviné rovnomérné zrychlenym pfimocarym pohy-
bem, jehoz trajektorie pohybu je ¢iselné dana rovnici y = 0,05 — 0,75z. V case
t = 0 s se hmotny bod nachazi v misté o ¢iselnych soufadnicich [0;0,05] (adaje
jsou v metrech) a jeho poéatecni rychlost je vg = 0 m-s™1. Za 2 s od zacatku
pohybu urazi hmotny bod drahu 0,04 m. Urcete

a) parametrické rovnice pohybu hmotného bodu,
b) velikost rychlosti a velikost zrychleni v zévislosti na ¢ase nejprve obecné,
pak za 2 s od zacatku pohybu
Reseni

a) Vzhledem k tomu, Ze pohyb hmotného bodu je rovnomeérné zrychleny

s nulovou pocatecni rychlosti, mizeme psat parametrické rovnice ciselné ve
tvaru

x = kt?, y = 0,05 — 0,75kt (1)
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kde k je konstanta. Draha urazena hmotnym bodem v ¢ase ¢ je délka tsecky a
je dana vztahem

s = /22 + 42 = /(kt2)2 4 (0,05 — 0,75kt2)2. (2)

Konstantu k ur¢ime z podminky, Ze v ¢ase t = 2 s je s = 0,04 m. Po dosazeni
do rovnice (2) a umocnéni dostaneme
0,042 = 16k2 + (0,05 — 3k)?,
po upravé vznikne kvadraticka rovnice
25k? — 0,3k + 0,032 = 0,

jejimz Tesenim dostaneme ¢iselnou hodnotu k = 0,006.

Po dosazeni za k do rovnice (1) dostaneme parametrické rovnice hmotného
bodu

x = 0,006t y = 0,05 — 0,0045¢2.

b) Soutadnice rychlosti pohybu hmotného bodu uréime pomoci derivaci
soutadnic, tj.
_dz _d

_ 2\
Ve = qf = ]t(0’006t) 0,012¢,
_dy _ d — 2) =
Uy =g = 175(0,05 0,0045¢t) 0,009t¢.

Velikost rychlosti je pak ¢iselné dana vztahem
v =/v2+02 =/(0,012)2 + (=0,009¢)2 = 0,015t

Rychlost za 2 s od zac¢atku pohybu pak je
v=0,015-2m-s"! = 0,030 m-s~ L.

Ciselné hodnoty soufadnice zrychleni pohybu hmotného bodu dostaneme po-
moci derivaci souradnic rychlosti pohybu, t;j.

dvg d _
ta = “g = g (0,012¢) = 0,012,
dv d
a =g = q7(70.009%) = 0,009,

Velikost zrychleni je pak dana vztahem
a=,/a2+a2=0015m-s"2
Velikost zrychleni je konstantni a méa hodnotu 0,015 m-s~2.
Dalsi fesené priklady k derivaci vektoru a tulohy k samostatné
praci (s odkazem na uplné feSeni) jsou uvedeny na priloZzeném CD
ROMu v éasti Diferencidlni pocet ve fyzice.
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2 Extrémy funkci

2.1 Geometricky vyznam derivace

Necht je ddna libovolna kiivka. Nyni urd¢ime teénu k této kiivce v libovolné
zvoleném bodé M.

Abychom stanovili te¢nu v bodé M k dané kiivce, budeme postupovat takto:
kromé bodu M si na k¥ivce zvolime jesté bod M; (viz obr. 2), riizny od bodu

M a uréime sec¢nu M M.
yh Bude-li se bod M; pohybovat

po kfivce, pak se bude sec¢na
M M, otacet kolem bodu M.
M,y Tecnou krivky v bodée M
se nazyvd limitni poloha secny
MMy, kdyz se bod My, ktery
se pohybuge po krivce, blizi bodu
t M.
Je-li kiivka urcena rovnici
y = f(z), potom k nalezeni jeji
A M teény v bodé M = [z,y] stad
z znat smérnici této tecny.
0 Nyni se podivame, jak je
mozno nalézt smérnici tecny ke
Obr. 2 Uréeni te¢ny kiivky k¥ivee v bodé M.

A t

Zvétsime-li souradnici z bodu
M o prirustek Az, prejdeme =
tak k bodu M; se sourad-
nicemi r + Az, y + Ay =
= f(z + Az) (viz obr. 3).
Smeérnici secny M M;, kterd
je rovna tg ¢, urcime z pravo-
thlého trojuhelnika M N M;.
Jeho odvésna M N ma veli-
kost prirtstku Az soutradnice
x bodu M a odvésna NM;
je odpovidajicim pfirtstkem ~ 0 /
soutadnice y:

INM; | = | Ay, R
Ayl = |f(z + Az) - F(@).

\

Obr. 3 Urceni smérnice teény kiivky
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To ale znamena, Ze

_ Ay fz+Az) - f(2)
tggo—ﬂ— Az '

Bude-li se bod M; pohybovat po kiivce k bodu M, potom pfiristek Ax se
bude zmensovat, az se bude blizit nule. Proto je tfeba pri hledani smérnice
Ay

teCny nalézt limitu podilu A, Pro Az — 0. Oznacdime-li « thel, ktery svira

te¢na s osou x, dostaneme vysledek:

o Ay flat Ax) - f(2)
tger = i Ry =, T

.o Ay dy . Y Y - . .
Protoze Aligo Ay = dx ¢ derivaci y' = f/(z) funkce y = f(z), mizeme Fici,

Ze smérnice (tga) tecny je derivact soutadnice y = f(x) podle soutadnice x v
bodé M.

Je-li smérnice te¢ny y' = tg a > 0, budeme Fikat, Ze dand funkce je rostouct,
je-li naopak smérnice tecny 3’ < 0, je dand funkce klesajici. Pokud by nastala
situace, ze dana funkce méa v urc¢itém bodé derivaci rovnou nule, tj. 3y’ = 0,
hovofime o tom, Ze dané funkce muzZe mit v tomto bodé lokdlni extrém nebo
inflexnt bod. Hleddnim podminek, kdy mé funkce lokélni extrém, nebo inflexni
bod, se budeme zabyvat v nize uvedené kapitole.

2.2 Urdovani extrému funkci

Ag
Ag

Ay

Obr. 4 Extrémy funkce

17



Ve fyzice se Casto setkdvame s tlohami typu, zda je danad funkce rostouci
nebo klesajici a kdy tato funkce nabyva extrémnich hodnot: maxima nebo
minima. UkéZeme si souvislost téchto iloh s derivacemi prislusné funkce.

Budeme uvazovat, ze vSechny funkce, kterymi se budeme zabyvat, jsou spo-
jit€. Intuitivné to lze chapat tak, ze funkci lze na daném intervalu zobrazit
spojitou kiivkou (coz si lze piedstavit tak, Ze kiivka neni v daném intervalu
v z&4dném bodé prerusend).

7 predchozi kapitoly uz vime, Ze pokud v daném bodé zq existuje tecna, je
jeji smérnice tg o ddna hodnotou derivace v bodé xg, tj. plati

tga = f'(zo),

kde v € (0°;180°) je smérovy thel pfislusné tecny.

Pfipomenme si, ze je-li thel a € (0°;90°), je f/'(zo) > 0 a dand funkce je
v bodé o soufadnici zo (na obr. 4 bod A4) rostouci. Bude-li thel o € (90°;180°),
je funkce v daném bodé (bod Ag na obr. 5) klesajici.

Je-1i funkce na daném intervalu rostouci nebo klesajici, fikame, ze funkce
je na tomto intervalu monotonni.

My se budeme zabyvat situaci, kdy plati f'(xg) = 0, na obr. 4 tomu odpo-
vidaji body As, A3, As, Ag. V téchto bodech ma dana funkce lokdlni extrémy,
presnéji feceno bud lokdlni mazimum nebo lokdini minimum.

yll
Ag
Zvlastni situace (kdy je f'(xzo) = 0) na-
stava v bodé Ajg na obr. 5. Zde je prvni Ao
derivace funkce rovna nule, a pfesto ne- ;
nastane lokalni extrém. Tento bod se L
nazyva inflexni bod. 0

Obr. 5 Inflexni bod

Pokud bychom se podivali znovu na obr. 4, zjistime, Ze je tam jeden bod —
— A7, kde je funkce ,Spicata” — v tomto bodé funkce nema derivaci — je vidét, ze
pokud bychom chtéli v tomto bodé sestrojit te¢nu, nelze to udélat jednoznacéné
(jinak by vypadala te¢na, pokud bychom se blizili k tomuto bodu zleva a jinak
zprava).
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Shrnuti
Extrémy spojité funkce, ktera je definovana na libovolném intervalu, mi-
zeme nalézt mezi nasledujicimi body:

1. Krajni body nami uvazovaného intervalu: na obr. 4 tomu odpovidaji body
A; a As. V pfipadé obr. 4 je vidét, ze v bodé A; nastdva minimum (¥i-
kame také globdlni minimum). Toto ovSem plati, je-li uvazovany interval
uzavieny. Je-li dany interval otevieny, krajni body nepfipadaji v ttvahu.

2. Body, v nichZ neexistuje derivace: na obr. 4 tomu odpovida bod A7.

3. Body, v nichz je prvni derivace rovna nule. Zde jsme ale zatim nevytesili
problém, jak zjistit, mame-li vypoc¢tenou x-ovou souradnici, zda v tomto
bodé bude lokalni maximum, lokalni minimum, nebo zda se nejedna o in-

flexni bod.

2.2.1 Lokalni extrémy

V predchézejici ¢asti jsme dospéli k zavéru, jak najit body, ve kterych mo-
hou existovat lokalni extrémy funkce, ale nevyfesili jsme problém, jak vysetfit
presnéji, o jaky druh lokélniho extrému se jedna.

Na naésledujicim ptikladu se pokusime nalézt postup, jak tyto lokalni ex-
trémy blize urcit.

Priklad 5 — lokalni extrémy

4

Naleznéte lokalni extrémy funkce: f: y = % + 23,

Reseni

Uréime prvni derivaci funkce y:

_d
 dx

/

4
x
Yy (ZJFCE?’) =23 +32% = 2%(x + 3).
Nyni polozime prvni derivaci rovnou nule: 3’ = 0. Dostaneme
2*(x +3) =0,
z ¢ehoz 12 =0, 23 = —3.

Nyni mdme dvé moznosti (obé se pouzivaji), jak blize urcit o jaké lokalni
extrémy se jedna.
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1. Pomoci druhé derivace: y"” = (?—x(x?’ + 32%) = 32% + 62. Dals{ postup

by byl takovy, ze do takto vypocétené druhé derivace postupné dosadime
za z urcené hodnoty i 2, 3 a ur¢ime znaménko druhé derivace. Pokud
vyjde pro dany bod y” > 0, bude se jednat o lokdlni minimum, bude-li
y”" < 0, bude se jednat o lokalni maximum, a pro y” = 0 mtiZeme dostat
inflexni bod. Tedy y”(0) = 3-02+6-0 =0, y""(—3) = 3-(=3)?+6-(-3) =
27T—-18=9>0.

Pro x = 0 jsme dostali inflexni bod, pro z = —3 nastava lokalni minimum.

. Zjistime, jak vypadaji funkéni hodnoty v nejblizsim okoli zjistovaného
bodu.

Pro 2 = 0 je y(0) = 0. Pro z, = —0,5 je y(—0,5) = —0,109, pro x; = 0,5
je y(0,5) = 0,141. Je tedy pro z, < x y(x,) < y(z) a pro z < zp y(z) <
y(xp). Dand funkee je tedy v okoli bodu = = 0 rostouci, a tedy bod x =0
je inflexnim bodem dané funkce.

Pro x = =3 je y(—3) = —6,75. Pro z. = —3.,5 je y(—3,5) = —5,359. Pro
xqg = —2,5 je y(—2,5) = —5,859. Je tedy pro z. < = y(z.) < y(z), a
pro x > x4 je y(z) < y(zq). Funkce y tedy pro © = —3 nabyva nejmensi
hodnotu, jedna se tedy o lokalni minimum.

K doplnéni naseho postupu si jesté nakresleme graf vyse uvedené funkce.

\
- 12

4

Obr. 6 Graf funkce y = % +a®
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Shrnuti
Lokalni extrémy funkce vySetfujeme pomoci nasledujiciho postupu:

1. Vypocteme prvni derivaci dané funkce.

2. Polozime prvni derivaci funkce rovnou nule a vypoc¢teme hodnoty g, pro
které je prvni derivace funkce rovna nule.

3. Vypocteme druhou derivaci funkce.
4. Dosadime hodnoty xy vypocCtené v bodé 2. do druhé derivace.
5. Je-li y”(z9) > 0, nastava lokdlni minimum, je-li y”(x¢) < 0, nastava

lok4lni maximum. Je-li y”(z¢) = 0, mizeme? dostat inflexni bod.

Poznamka

Vypocet druhé derivace neni nutné vzdy provadét, v nékterych pripadech
sta¢i porovnat funkéni hodnoty bodu v okoli bodu, v némz je prvni derivace
rovna nule, tak, jak jsme si ukazali v prikladu 5.

2Je tieba si oviem uvédomit, Ze jinak se chova napf. mocninna funkce se sudym a jinak
s lichym exponentem. Proto je nutno pouzivat opatrnéjsi formulaci ,muzeme dostat® misto
pouhého dost Casto bézné pouzivaného ,dostaneme*.

Pokud bychom napf¥. vySetfovali funkci y = z%, coz je suda funkce, je v/ = 4z3. Po
zderivovéani je tedy 3’ = 0 pro = 0. Provedeme-li druhou derivaci, tj. ¥/ = 1222 a dosadime-
li za x = 0, coz je x, pro které je y' = 0, obdrzime 3"’ = 0. Océekévali bychom, Ze v bodé, kde
je = 0, dostaneme inflexni bod. OvSem z pribéhu funkce y = x* je ziejmé, ze pro z = 0
nastalo lokalni minimum.

Zcela jina situace je u mocninné funkce s lichym exponentem, tj. napt. funkce y = z3, kde
v bodé x = 0 je y’ = 0. V tomto bodé& plati, ze i y”/ = 0. V tomto piipadé dostaneme inflexni
bod.
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3 Uziti diferencialniho poctu ve fyzice

V této casti si ukdzeme, jak je vyse uvedené poznatky z diferencidlniho poctu
mozno pouZzit pri feseni tuloh.

3.1 Uziti diferencialu funkce

V prvni kapitole jsme si ukazali, Ze diferencial vznikne zdménou pfirtstku Ay
diferencidlem dy. Na zameéné pfirtstku Ay diferencidlem dy je také zaloZeno
odvozend priblizngch vzored (viz CD ROM), kterych se ¢asto uziva v praxi. My
se ale v této Casti textu zamérime spis na aplikace ve fyzice.

Priklad 6 — absolutni a relativni odchylka vypoc¢tu obsahu ¢tverce

Vypocitejte absolutni a relativni odchylku pro obsah ¢tverce o strané
a = (4,25+0,01) cm.

Reseni
Misto prirustku AS obsahu ¢tverce budeme pocitat jeho diferencidl. Plati

S =a?,
p_dS _
S = P 2a

dS = S'(a)da = 2ada.
Po dosazeni dostaneme (AS = d.5)

AS =dS =2-4,25-0,01 cm? = 0,085 cm?,

)

coz je zaroven absolutni odchylka.
Relativni odchylka
ds

05 = =& - 100% = 0,471%.

Obsah ¢tverce pak muzeme psat ve tvaru
S = (a® + 2ada) = (18,06 & 0,09) cm?.

Priklad 7 — matematické kyvadlo

Doba kyvu matematického kyvadla 7 je dana vztahem

O kolik se zméni 7, zméni-li se délka [ = 100 cm o 0,5 cm (g = 9,81 m-s~2)?
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Reseni

Misto zmény ¢asu A7 budeme pocitat jeho diferencial. Plati
, _dr T 11 m 1

TTAT AV T2V
L Aj=T -0,005 s = 0,0025 s.

1
Vgl T 2 /9,81-1,00

Doba kyvu se tedy za danych podminek zméni o 0,0025 s.

Ar =dr =

vl 3

Toto byla ukazka dvou tloh zaméfenych na uziti diferencialu fun-
kce. Dalsi ulohy na uziti diferencialu funkce jsou uvedeny na CD
ROMu.

3.2 Derivace vektorové veliCiny

V prvni kapitole jsme si popsali postup, jak derivovat vektorovou veli¢inu. Pfi-
pomenme si, ze vektorovou veli¢inu (polohovy vektor) r = (z,y, z) lze vyjadiit
ve tvaru

r=xi+yj+ zk.

Tuto veli¢inu pak derivujeme tim zptisobem, ze zderivujeme kazdou jeji slozku.
V nasledujicim prikladu si nejprve ukazeme, jak s takovou vektorovou veli-
¢inou pracovat.

Priklad 8 — trajektorie pohybu
Pohyb télesa v roviné je dan rovnici
r = Acoswti+ Bcos2uwty,
kde A, B, w jsou konstanty. Urcete
a) rovnici trajektorie tohoto pohybu,
b) velikost rychlosti pohybu télesa v zavislosti na ¢ase.

pohybu.

Reseni

a) Danou rovnici je mozno vyjadfit pomoci dvou sloZek:
x = Acoswt, y = B cos2wt.
Dale budeme postupovat pomoci nize uvedenych tprav.

r = Acoswt = coswt = %
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y = Bcos2wt = cos2wt = 4.

B
Pouzitim souctového vzorce dostaneme

Yy _ 2 w2
B = 08 wt — sin” wt,

dale pak pouzitim vztahu sin® wt + cos? wt = 1 dostaneme % = 2cos?wt — 1.

. x e . . .
Po dosazeni za coswt = i do vyse uvedené rovnice dostavame

2
X
F=rp-L
A2, A
oBY =1 T
A2 A
2 _ A a

Dostali jsme rovnici paraboly.

b) Nejprve uréime slozky jednotlivych rychlosti, tj.

_de _ d _ .
Ur = qf = _dt(A coswt) = —Awsin wt,
dy d :
V=3 T d@ (B cos2wt) = —2Bw sin 2wt.

Velikost rychlosti je pak déna vztahem

v= /v + 02 =/(—Awsinwt)? + (—2Bwsin 2wt)?,

3
v = Awsinwty/1 + % cos? wt.

Priklad 9 — vrh Sikmo vzhuru

po upraveé

Hmotny bod vrzeny sikmo vzhiiru pocatecni rychlosti o velikosti vy pod elevac-
nim thlem « se pohybuje po parabole (pokud zanedbavame odpor prostiedi).
Pohyb paraboly je popsan rovnici

r=vptcosai+ <votsina - %th) J.

Urcete

a) okamzitou rychlost, normalové a te¢né zrychleni, které ma hmotny bod
v libovolném misté trajektorie,

b) misto na trajektorii, kde je te¢né zrychleni rovno nule.
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Obr. 6 Vrh sikmo vzhiiru

Reseni

a) Ze zadani vidime, Ze soufadnice pohybu jsou dany vztahy

T = vot cosa, y:votsina—%gﬂ.
Pro slozky rychlosti plati vztahy
dzx dy .
Uy = qp = Vocosa, vy:E:vosma—gt.

Nyni vypoc¢teme velikost okamzité rychlosti

v=/vitvl= v/ (vo cos@)? + (vg sina — gt)2,
v = \/"ug —2g (votsina — %gﬁ) = \/v3 — 2gy.

(Vsimnéte si, ze tato rovnice také piimo vyplyva ze zadkona zachovani energie.)

po upraveé

S osou x svira vektor okamzité rychlosti ahel 3, pro ktery plati
v Vg COS (v
cosff=— = 024.
VUG — 29y
S osou y svird vektor okamzité rychlosti tihel v = 90° — (3, pro ktery plati
vy  vosina — gt
COSY = —= = — .
VU — 29y
Pro normalové a tecné zrychleni dostaneme

dy

dv d /5 5 Jat g(vg sina — gt)
ar = — = — Vn — = — = — R
t dt dt 0 9y A /1)(2) — 2gy A /1)(2) — 2gy
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2 _ 2 2 2 g(vosina — gt) i 2 AN
a,=a"—a; =¢g°"— |- F—F—| =9°— | — ZF(’U —v3),

2
\/ Vg — 29y v
9 e 9 g2v§ cos? o

p = JUz = 2

v v
Nakonec
gUg COS
n — .
v

b) Hleddme misto na trajektorii pohybu, kde je teén4 slozka zrychleni rovna
nule. Ma tedy platit

ar =0,
_ g(vosina — gt) _o
Vg — 29y ’
z ¢ehoz
vpsina — gt = 0.
Z toho t = M. Tento vztah urcuje nejvyssi bod trajektorie (doba stou-
péani).

Tecné slozka zrychleni je tedy rovna nule v nejvy$sim bodé trajektorie (vr-
chol paraboly).

Poznamka

K tomuto zavéru lze také dospét na zikladé jednoduché tvahy: vzhledem
k tomu, ze hledame misto, kde je tecna slozka rovna nule, musi v tomto misté
byt normalova slozka a, = a = g. Toto je ale splnéno pouze v nejvyssim bodé
trajektorie, tj. vrcholu paraboly.

Toto byla ukazka dvou uloh zamérfenych na praci s vektorovymi
veli¢inami a jejich derivacemi. Dalsi tlohy na uziti diferencialu funkce
jsou uvedeny na CD ROMu.
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3.3 Ulohy vedouci ke zjistovani lokalnich extrémut funkci

V této cCasti si ukazeme, jak Tesit tlohy, kde je nutno nalézt lokdlni extrémy
funkci.
Nejprve si uvedeme obecny postup, jak takové tlohy fesit:

1. Zavedeme promeénné a prifadime jim symboly.

2. Vyjadifime veli¢inu, jejiz maximum nebo minimum budeme hledat, po-
moci téchto proménnych.

3. Zjistime vztahy mezi proménnymi ze zadani problému, abychom je mohli
prevést vSechny na jedinou proménnou.

4. Vyjadfime veli¢inu, kterd se ma maximalizovat nebo minimalizovat po-
moci jediné proménné.

Pozndmka

Proménnou ve 3. kroku se snazime zvolit tak, aby funkéni zavislost ve 4.
kroku byla co nejjednodussi.

Nasledujici, spis matematicky priklad, nam bude tento postup ilustrovat.

Priklad 10 — povrch nadoby

Jaky je nejekonomi¢téjsi tvar valcové nddoby (napi. hrnce bez poklicky) s da-
nym objemem, tj. jaky je nejmensi povrch?

Reseni
1. krok. Necht r je polomér a h je vyska nadoby.

2. krok. Povrch nadoby je dan souc¢tem obsahu dna a stén plasté, tj.

S = mr? + 2wrh = 7(r? + 2rh).

3. krok. Proménné r a h jsou vazany vztahem pro objem nddoby (vélce), tj.
V = mr?h,

coz lze upravit na tvar

— =r’h =K, (konstanta).

27



4. krok. Vyraz pro dalsi postup fesSeni tlohy bude jednodussi, kdyz vyjad-
fime neznamou h:

K

h:T—2,

nez kdybychom vyjadrovali . Potom

S_’]T(T2+%).

r

Nyni uz mizeme Fici, Ze se nam podarilo zformulovat matematicky problém:
hledat minimum funkce S pro r > 0.
Funkci S nyni zderivujeme podle 7:

AS _ (2
d?"_ﬂ- T 7’2 .

Pak polozime % = 0. Dostaneme

P=K=r=}%—,
T

odtud
h =

K
7'_2 =T.

Dalsim vypoctem musime zjistit, zda se jedna o lokalni maximum nebo
lokalni minimum funkce S. V ptikladu 5 jsme si ukazovali dvé moznosti, jak
1ze toto zjistit, my v tomto pripadé pouzijeme vypocet pomoci druhé derivace.

Plati L2
2K
W_27T<1+F) >0,

protoze r > 0. Vypoétené r = v/ K je tedy lokdlnim minimem funkce S.
Priiklad 11 — pohyb automobilua

Ve ¢tyfi hodiny odpoledne vyjelo

auto A rychlosti 60 km-h~! ke -
kfizovatce vzdalené 125 km na vy- -
chod. Ve stejném okamziku projede <
po této krizovatce auto B rychlosti -
30 km-h~! na sever (obr. 7). Kdy A v Bz
budou tato auta nejblize k sobé a !< >
jaka bude mezi nimi vzdalenost?

Obr. 7 Pohyb automobilit
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Reseni

Pro pohyb prvniho auta plati x = v1t—s, pro pohyb druhého auta plati y = vat.
Okamzitd vzdalenost obou aut je ddna vztahem ¢ = /22 + y2.
Po dosazeni do vztahu pro ¢ dostaneme

c=/(vit — 8)2 + (vat)2.

Nyni bychom chtéli vysetfit, kdy bude vzdalenost ¢ minimélni. Vypocet zjed-
nodusime pomoci néasledujici tvahy: bude-li ¢ minimalni, bude miniméalni také
c?. Zaméfime se tedy na zjisfovani minima funkce c?. Je tedy

= (vit — 8)% + (vat)?,

d(c?) _ _ _ 2 2
c? = ek 2 (vt — 8) - v1 + 2uat - v3 = —2sv1 + 207t + 2v5t.

Polozime ¢2 = 0. Pak dostaneme

v
—2sv1 + 203t 4 202t =0 = t= —5——ss.
vi + 03

Nyni pomoci druhé derivace ovéfime, zda pro vyse vypoctené t skutec¢né nastava
lokélni minimum funkce c2.

2 =202 + 202 > 0.

Je vidét, ze nastalo skuteéné lokalni minimum.

Dale urcime, jaka bude minimélni vzdéalenost obou aut:

2 2
V1 n U1
Cmin = §— V1 — S Vg —5—5S8
vi + 03 vi+o3 )’

vf +v3 VoI +ud
Pro dané hodnoty je t = 1,67 hod = 1 hod 40 minut, ¢y, = 55,9 km. Auta
budou k sobé nejblize v 17 hodin 40 minut.

Cmin =

Priklad 12 — dokonale pruzny raz

Dvé ¢astice o hmotnostech my a ma (my > ma) se pohybuji po pfimce rych-
lostmi o velikostech v; a ve stejné orientace tak, ze dojde k jejich pruznému
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razu (srazce). Ukazte, Ze nartst kinetické energie éastice o hmotnosti m; bude
maximalni, jestlize se pred srazkou pohybovala rychlosti
(m1 - mz) ]

Vo1 =
2m1

Pri reSeni predpokladejte, Ze raz je dokonale pruzny.

Reseni

Oznacme wuy, us rychlosti ¢astic o hmotnostech mq, my po srazce.
Pri srazce plati zakon zachovani hybnosti

miv1 + Mav2 = MUl + MaU2

a zakon zachovani mechanické energie (vzhledem k tomu, Ze srazka je dokonale
pruzna)

1 2 1 o 1 2 1 2
§m1v1 + §m2v2 = §m1u1 + §m2u2.
Tim jsme dostali soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych wui, us. V dalsim
postupu budeme potfebovat nalézt neznidmou wu;. Soustavu rovnic upravime
na tvar

ml(vlful) = mg(quvz),
mi(of —uf) = ma(uj —03).

Déle druhou rovnici vydélime prvni a upravime

2 2 2 2
v U U Y
U1 — U1 uz—v2’
v1tur = ug+ ve.

7 posledni rovnice vyjadiime ug = vy + uy — vs.
Po dosazeni za us do prvni rovnice dostaneme

myv1 + Mmave = myug + ma(v1 + ug — v2),

z ¢ehoz

" (m1 — ma)v1 + 2mavs
1= .
my + mo

Zména kinetické energie
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1 1 1 mi — Ms)V1 + 2mav 2
AEk1=§m1“3—5m1“?:§ml{{( e } ‘“f}'

Nyni budeme pomoci derivace hledat, kdy bude zména kinetické energie prvni
Castice nejvetsi:

d(AEkl) mi —ma
—_— =Mmy—=|(m1 — my)v1 + 2movs| — mivy.
o Y Ep— [(m1 2)v1 2V2) 101

Po tpravé (je uvedena na CD ROMu) dostaneme

d(AEkl) _ 2mime
duvy B (m1 + mz)

3 (2m1v1 — miv2 + mg’Ug).

Nyni polozime prvni derivaci rovnou nule a vyjadiime vy:

mi — m2)v2
2mqv1 — mivs + maovgy = 0 = v = g
2m1

Nakonec jesté pomoci druhé derivace ovéfime, zda pro vyse uvedené v; nastane
skutecné lokalni maximum:
d2(AEk1) 4m%m2

5 = — 5 <0 = nastalo lokdlni maximum.
doi (m1 + mz)

Cviceni — dokonale nepruzny raz

Dvé ¢astice o hmotnostech my a ma (m1 > ma) se pohybuji po pfimce rych-
losti o velikostech v; a vy stejné orientace tak, ze dojde k jejich nepruznému
razu (srazce). Ukazte, Ze nartst kinetické energie ¢astice o hmotnosti m; bude
maximalni, jestlize se pred srazkou pohybovala rychlosti

o miv2

©2my+ma’

Pfi feSeni predpokladejte, ze raz je dokonale nepruzny.

Vo1

Reseni
Naleznete na CD ROMu.

Na prilozeném CD ROMu také naleznete dalsi ulohy vedouci
k nutnosti hledat lokalni extrémy funkci. Kromé toho na CD ROMu
také naleznete celou fadu uloh na lokalni extrémy z predchozich roc-
nika FO.
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Zavér

Tento studijni text si kladl za kol seznamit vas se zaklady diferencidlniho po-
¢tu ve fyzikalnich tlohach v rozsahu pro uplné zacatecniky. Vzhledem k tomu,
ze fyzikalnich aplikaci pouzivajicich diferencialni pocet ke svému feSeni je velké
mnozstvi, umistili jsme jesté celou fadu tloh na ptilozeny CD ROM, kde je za-
dani tlohy — v pripadé, Ze byste si s feSenim tlohy nevédéli rady, stac¢i kliknout
na odkaz feseni. Na CD ROMu je k jednotlivym c¢astem uveden také strucény
teoreticky vyklad. CD ROM vam umozni samostatné se ucit fesit alohy z fyziky
pomoci diferencidlniho poc¢tu. ReSeni jsou uvedena podrobné se viemi patfic-
nymi tpravami.

CD ROM dale také obsahuje dalsi celky souvisejicich velmi tizce s infini-
tezimalnim poctem a pro ziskani vseobecného piehledu je zde také prezentace
popisujici vztah matematiky a fyziky z historického hlediska az po soucasnost.

Piejeme mnoho Gspéchi a pékné matematické a fyzikalni zézitky pii studiu
téchto materiald.
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