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2 Zaklady vektorového poctu

Fyzikalne veli¢iny sa daju rozdelit do dvoch skupin. Prva skupinu fyzikalnych
veli¢in tvoria tie, pre ktorych jednozna¢né urcenie postaci poznat velkost danej
fyzikalnej veli¢iny so zodpovedajtcou jednotkou, napr. uréenie dizky | = 2m,
hmotnosti m = 3 kg, objemu V = 7m3. Druhu skupinu fyzikalnych veli¢in tvo-
ria tie, kde pre ich jednozna¢né urcenie nestaéi poznat len velkost a jednotku,
napr. rychlost vetra je v = 5 m/s alebo na teleso pdsobi sila FF = 3 N. Pre
urcenie tychto veli¢in je potrebné poznat aj smer. Prvej skupine fyzikalnych
veli¢in hovorime, Ze si skalarne fyzikalne veli¢iny, druhtu skupinu veli¢in

zaradujeme k vektorovym fyzikalnym veli¢inam.

2.1 Skalarne a vektorové fyzikalne veli¢iny

Skalarne fyzikalne velic¢iny - skalary (z lat. scalae - stupnice) st jednoz-
nacne urcené velkostou ¢iselnej hodnoty a jednotkou, v ktorej sa prislusna
veli¢ina meria. Medzi skalarne veli¢iny patri napr. ¢as, teplota, hustota a iné.
Hodnotu skalaru znazornujeme bodom na prislusnej stupnici, napr. bodom
na Casovej stupnici (Gasovej osi) alebo na ciferniku hodin, bodom na teplotnej
stupnici, bodom na dlzkovej stupnici (stupnici dizkového meradla). Skalarne
fyzikalne veli¢iny oznaCujeme pismenami, t. j. dohodnutymi znackami pri-
slusnych veli¢in. Pre operacie so skalarnymi veli¢inami platia pravidla algebry.

Vektorové fyzikalne veli¢iny - vektory (z lat. vektor - nosic¢, jazdec) st jed-
noznacne urcené velkostou (¢iselnou hodnotou a jednotkou) a smerom. Medzi
vektorové fyzikdlne veli¢iny patri napr. sila, moment sily, rychlost a iné.
Graficky vektor znazorfiujeme orientovanou tseckou. Priamka prelozena
jej koncovymi bodmi sa nazyva vektorovéa priamka. Vektorova priamka a Sip-
ka oznacuju smer a dlzka tsecky znéazoriiuje velkost vektora. Je potrebné si

uvedomit, ze velkost vektora je skalar. Ako symbol pre vektory sa v tlaci
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pouZiva hrubé pismeno, (napr. F - sila) alebo vektory oznacujeme Sipkou nad
pismenom fyzikalnej veli¢iny F (takymto sposobom budeme aj my oznacovat
vektory v tejto ucebnici).

Na obrazku 2.1(a) je znazorneny vektor posunutia cz ktory charakterizuje
zmenu polohy [ubovolného telesa (napr. auta) z miesta A do miesta B. Dizka
usecky AB znézorhuje vo zvolenej mierke vzdialenost zaciatoéného a konco-

vého bodu pri pohybe a nazyva sa vel'kost posunutia d (budeme oznacovat

d ‘) Smer polpriamky AB uréuje smer posunutia. V pripade posunutia

z miesta B do miesta A ide o opaény smer, a teda vektor b= —J: vektor b je
rovnako velky ako vektor cz ale je opacne orientovany (hovorime, ze vektor b
je opaénym vektorom k vektoru d_j Vektory, ktoré st rovnobezné s jednou
priamkou nazyvame kolinearne. Posunutie z miesta A do miesta C' ma rov-
naku vel'kost, ale rozny smer, preto vektory ¢ a d aj ked maju rovnaku velkost,
nie st rovnaké (obr. 2.1(b)). Dva vektory povazujeme za rovnaké len vtedy, ak
maji rovnaky smer a rovnaku velkost (vektory d a h (obr. 2.1(c))). Vektory

rovnobezné s jednou rovinou sa nazyvaji komplanarne.

B B D

(b) " ()

Obrazok 2.1: a) Posunutie z miesta A do miesta B charakterizované vektorom
d. Posunutie z miesta B do A je vektor b (priklad kolinedrnych vektorov).
b) Znézornenie posunutia z A do C reprezentované vektorom ¢ s rovnakou
velkostou ako d_: ale roznym smerom (priklad komplanarnych vektorov). c)
Posunutie z miesta H do D je vektor fz, ktory méa rovnakia velkost a smer ako
vektor d_: t. j. je to ten isty vektor d.

2.2 Operacie s vektormi

Pre pocitanie s vektormi platia odlisné pravidla ako pre pocitanie s realnymi

¢islami. Vysledkom vektorového stc¢tu dvoch vektorov @ a b je vektor &

F=a+b. (2.1)
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Graficky stcet vektorov @ a b (obr. 2.2(a)) je mozné znazornit dvoma sposobmi.
Prvym sposobom sa posuni vektory do spolo¢ného pociatku (obr. 2.2(b)).
Potom cez koncové body vektorov vedieme rovnobezky s prislusnymi vektormi.
Spojenim pociato¢ného bodu vektorov s priese¢nikom rovnobeziek dostavame
vysledny vektor ¢ ako sicet vektorov ¢ = a + b. Pri druhom sposobe sa
do koncového bodu prvého vektora umiestni zac¢iatoény bod druhého vektora
(obr. 2.2(c)). Vysledny vektor ¢ = b + @ je uréeny zaciatotnym bodom prvého
vektora a koncovym bodom druhého vektora. Sucet vektorov je komutativna
operacia, Cize vysledok suctu nezavisi od poradia vektorov: @ + b =b + a
Ak chceme spoditat viacero vektorov, spocitavame ich postupne, t. j. k suc¢tu

prvych dvoch pripo¢itame treti vektor atd.

X
|

(a) (b) (©)

B\\

(a)

Obrazok 2.3: Graficky rozdiel vektorov.

Rozdiel vektorov @ a b mézeme definovat ako stdet vektora @ s opacne
orientovanym vektorom k b (Vektor —b mé4 rovnaki dlzku ako vektor l_;, ale mé

opacny smer ako vektor E)

-

d=d—b=a+(-b). (2.2)

Graficky rozdiel méZzeme znazornit analogickym postupom ako sucet, ¢o vy-
plyva priamo zo zapisu rozdielu. Ak graficky ziskame opacne orientovany vek-
tor —b k vektoru b, celd operacia rozdielu sa zmeni na sucet dvoch vektorov.

Rovnako aj pri odéitani dvoch vektorov je mozné postupovat obidvoma spo-



24 ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

sobmi (obr. 2.3). S¢itanie alebo od¢itanie vektorov ma vo fyzike zmysel len pre
fyzikalne veli¢iny rovnakého druhu (napr. len pre sily, momenty sil atd.)
Nasobenie vektora @ kladnym ¢&islom n dava vektor ¢ rovnakého smeru,

ktorého velkost sa rovna n-nasobku velkosti nasobeného vektora
c=nd. (2.3)

Skalarny nasobok vektora je vektorovou veli¢inou, t. j. ked nasobime silu
redlnym ¢islom, tento sacin je opét sila. Pri nasobeni vektora zdpornym ¢islom
(n < 0) ma vysledny vektor ¢ opacny smer ako vektor d. Velkost vektora
|¢] je |¢] = n|dl, t. j. absolutna velkost vektora je n-krat vacsia ako velkost
vektora a.

Kazdy vektor je mozné vzdy vyjadrit ako skalarny néasobok tzv. jed-

notkového vektora @’

a skaldrnej hodnoty, ktora je reprezentované jeho
absolitnou hodnotou

a=ld a’=aa’. (2.4)

Jednotkovy vektor je definovany ako vektor, ktorého velkost, a teda ab-
soliitna hodnota je rovna jednej. Oznacuje sa zvy¢ajne symbolmi 7, g, @°, b0
alebo v pripade jednotkovych vektorov totoznych s kladnymi smermi siradni-

0 - 2
, resp. 1, 7,

cového systému xyz Z, j, k. Pre velkost jednotkovych vektorov @
k teda plati

% = ‘Z‘ - j" - ‘E‘ —1. (2.5)

Tak, ako je mozné suctom vektorov vytvorit vysledny vektor, existuje in-
verzny postup, pri ktorom je pomocou rozkladu vektora do danych smerov
mozné ziskat zlozky vektora. Takyto rozklad je mozné urobit do I'ubovolnych
smerov, ale najcastejsie aj z praktickych dévodov sa pouziva rozklad do smerov
totoznych so smerom osi sturadnicového systému, v ktorom je vektor defino-
vany.

Ak méame vektor @ v dvojrozmernom siradnicovom systéme x, y, rozklad
vektora do danych smerov (napr. uréenych polpriamkami z, y) robime po-
mocou vektorového rovnobeznika, t. j. hladame také dva vektory, aby ich
zloZzenim vznikol vektor d@. Vektory d, a d, predstavuji kolmé priemety vekto-
ra @ do osi z a y stiradnicovej sustavy a nazyvaju sa zlozky vektora (obr. 2.4),
pricom plati

i=d,+a,. (2.6)
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Velkost vektora mozno na zaklade predchadzajicej definicie vypocitat po-

@] =a=\/a2+a2. (2.7)

Velkost vektora je vzdy kladna hodnota. Je zrejmé, Ze vektor @ v takomto

mocou vztahu

stiradnicovom systéme zviera s osou z uhol a. Zlozky vektora d, a d, sa

potom daju vyjadrit ako kolmé priemety takto

ay = |d| cos ai,

@, = |dsinaj. (2.8)

Y

Obrazok 2.4: Znazornenie vektora d, jeho zloZiek d@, a d, v pravouhlej sirad-
nicovej stustave a jednotkovych vektorov ¢ a j v smere osi x a y.

Pri vyjadrovani fyzikalnych zéakonov a veli¢in sa Casto stretavame so skalar-
nym a vektorovym stuc¢inom. Samotny nézov napovedé, Ze vysledkom skalarne-
ho sti¢inu je skalar a vysledkom vektorového suc¢inu je vektor.

Vysledkom skalarneho stéinu vektorov @ a b je hodnota, ktort dostaneme

ako sucin absolitnych hodnoét vektorov a kosinusu uhla, ktory zvieraju
@-b=|alb| cosa =abcosa . (2.9)

7 takejto definicie vyplyva, Ze v pripade kolmych vektorov je vysledkom skalér-
neho siéinu nulova hodnota a v pripade rovnobeznych vektorov je vysledkom
stucin velkosti obidvoch vektorov ab. Skaldrny sucin vektora so sebou samym
je

d-d=d’=aacosa=a’. (2.10)
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Ak vektory @ a bsiv trojrozmernom Euklidovom sturadnicovom systéme (sys-
tém troch navzajom kolmych osi v priestore pretinajicich sa v jednom bode)
definované pomocou zloziek @ = [az, ay,a;] a b= [bz, by, b.], mozno ich zapisat

ako linedarnu kombinéciu jednotkovych vektorov f, j, k

= axf+ayf+azg ,

= byi+byj+b.k . (2.11)

(S TSt

Skalarny sucin je moZzné vyjadrit nasledujtico

@-b = (agi+ayj+ak)- (byi+b,j+b.k)

Az byt - f—i—axby? f+axbzg- k

aybej - i+aybyj-jtayb.j -k
azbwlg . Z+azbyl€-j+azbzg -k

+ o+

= azby+ayby+azb,. (2.12)

Néasobenie ¢lenov so zmieSanymi zlozkami ako az by, a, b, atd. je nulové, pre-
toze skaladrne stuciny vzajomne kolmych jednotkovych vektorov st rovné nule.

Pre skalarny sacéin dvoch vektorov plati komutativny zakon
a-b=>b-a. (2.13)

Vysledkom vektorového stucinu dvoch vektorov ad a b je vektor ¢. Sym-

bolicky sa vektorovy sacin zapiSe takto
C=axb. (2.14)

Vysledny vektor ¢ je kolmy na rovinu urCent vektormi @ a b. Vektor ¢ ma
taky smer, Ze z jeho konca sa stotoZznenie prvého vektora sucinu s druhym
vektorom po kratSom obliku javi ako pohyb proti chodu hodinovych ruciciek.
Praktickejsi spésob pre urcenie smeru je definicia pomocou pravidla pravej
ruky, podla ktorej vektor ¢ smeruje na tu stranu roviny, na ktort ukazuje
vztyéeny palec, ak zahnuté prsty pravej ruky smeruju po kratSom obliku od
prvého vektora k druhému (obr. 2.5).

Pre velkost vektora ¢ plati

@ =@ x b| =absin « . (2.15)
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Graficky velkost vektora zodpoveda obsahu rovnobeZznika uréeného vektormi
dab. Ak 7 je jednotkovy vektor v smere vektora ¢ potom mozeme vektorovy

sU¢in zapisat tiez v tvare

C=d x b=absinai. (2.16)

Obrazok 2.5: Vektorovy sucin dvoch vektorov a smer vysledného vektora.

Ak s jednotkové vektory 4, j, k totoZné so smermi osi pravouhlého strad-
nicového systému z, y, z, moézeme pre vektorovy sucin medzi jednotkovymi

vektormi pisat

ixi=0 jxi=-k kxi=j
ixj=k jxj=0 kxj=—i (2.17)
ixk=—j jxk=i kxk=0.

V pripade, Ze je znamy rozklad vektorov @ a b v trojrozmernom siradnicovom
systéme pomocou zloZiek, ako je uvedené vo vztahu (2.11) je moZné vektorovy

sucin vyjadrit nasledujico

axb

(azi+ayj+a.k) x (bpi+byj+b.k)=
axbx;x f+axby§x f+axbzfx l;—i—aybxfx f—kaybyfxf—i—

+ aybzfxE+aszgxf+azbygxf+azbzgxl;
= (ayb, —azby) i+ (a:by —azh.) T+ (axb, —ay b)) k,  (2.18)

pricom pre ziskanie vysledného vztahu pre vektorovy sucin sme vyuZili poz-

natky o vektorovom stcine jednotkovych vektorov zo vztahu (2.17). Vektorovy
stcéin mozeme zapisat aj pomocou determinantu
. T j k

axb=|a; ay; a, |- (2.19)
by by, b,
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Pre vektorovy stuc¢in na rozdiel od skalarneho stac¢inu neplati komutativny zakon.

Zmenou poradia sa zmeni aj smer vysledného vektora
6x5:—<5x6). (2.20)

Okrem skalarnych a vektorovych fyzikalnych veli¢in pozname aj tzv. ten-
zorové fyzikalne veli¢iny. Si to veli¢iny, ktoré charakterizuje 9 (32, pripadne
33 = 27) zloziek. Ak napriklad rozlozime vektor napitia o na jednotlivé napé-
tia v smere osi x, y, z a to jednak normalové podsobiace kolmo k rovine stiradnic
a jednak na doty¢nicové (tangencialne) posobiace v smere osi stiradnic a vietky
napétia oznac¢ime znakom 7 s dvoma indexami, pricom prvy udava smer osi
stradnic, v ktorom napétie posobi a druhy udava smer, ku ktorému je rovina,
v ktorej napétie pdsobi kolma (druhy index urcuje smer normaly k rovine,
v ktorej napétie posobi) dostaneme systém zloziek, ktoré je mozné usporiadat
do matice

Tex Txy Txz
Tog = | Ty Tyy Tyz ) (2.21)

Tzx Tzy Tzz
pricom 7., predstavuje napétie v smere osi v rovine kolmej k osi x, teda
normalové napitie, naproti tomu 7., je napitie v smere osi x ale v rovine

kolmej k osi y, teda tangencialne napétie v rovine xz v smere osi x (obr. 2.6).

avy

Xz

Obrazok 2.6: Zlozky tenzora napétia.

V tenzorovom chépani veli¢in skaldr predstavuje tenzor nultého radu, vek-
tor o; so zlozkami oy, oy, o, je tenzor prvého radu, tenzor druhého radu bol
uz spominany (vztah 2.21), tenzor tretieho radu a,.s méa vieobecne 33 = 27

zloziek, pricom indexy p, ¢, s predstavuju ktorékol'vek z pismen x, v, z.



