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3 Kinematika hmotného bodu

Pohyb vo vSeobecnosti zahfiia vSetky zmeny a procesy, ktoré prebiehaju vo
vesmire. Je neoddelitelnou vlastnostou hmoty. Cast fyziky, ktora sa zaobera
popisom pohybu telies, triedenim a porovnévanim pohybov sa nazyva kine-
matika.

3.1 Hmotny bod, vztazna stustava, trajektoria, draha
pohybu

Najjednoduchsou formou pohybu je mechanicky pohyb. Rozumieme pod
nim proces, pri ktorom sa meni poloha hmotného objektu (auto, autobus, lieta-
dlo). Aby sme si ulahéili popis pohybu telesa, nahradime toto teleso hmotnym
bodom. Pod hmotnym bodom rozumieme myslené teleso, ktorého rozmery
a tvar mozeme pre popis pohybu zanedbat, avSak hmotnost sa zachovava. Ako
hmotny bod si moZzeme predstavit aj dieta na sankach, ktoré sa spusta po
svahu. Predpokladame pritom, Ze vSetky Casti stustavy dieta-sanky sa pohy-
bujt rovnako rychlo a v rovnakom smere. Predstava hmotného bodu vSak nie
je vhodna pre otacajtice sa telesd okolo vlastnej osi (napriklad otécajuci sa
koloto¢), pretoZze jeho rozne Casti sa v danom okamihu pohybuja rozne rychlo
a v roznych smeroch. Taktiez aj pri skimani deformaécie telesa nie je vhodné
pracovat s mySlienkovym pojmom hmotného bodu.

KedZe mechanicky pohyb definujeme ako premiestiiovanie telesa, musime
premiestiiovanie vzhladom na nieco vztahovat. Teleso alebo telesa, vzhladom
na ktoré pohyb opisujeme, tvoria vztazna ststavu. Pohyb a pokoj st preto
relativne pojmy, ¢o sa javi vzhladom na jednu vztaznu sastavu v pokoji, moze
byt st¢asne vzhladom na int sistavu v pohybe a opacne (napr. skdmanie
pohybu &ut na dialnici pri obiehani). V praxi spijame s telesami tvoriacimi

vztaznu sistavu najcastejie nejakt siradnicovia stustavu, napr. pravouhla
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pravotodiva sastavu saradnic z, y, z. (Pre zjednoduSenie budeme na za-

¢iatku uvazovat o pohybe v rovine, teda sustave z,y.) Polohu objektu uréujeme

najcastejsie k pociatku siradnicovej stustavy.
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Obréazok 3.1: Analyza pohybu vodného laca fontany v Ziline.

Vo fyzike sa ¢asto stretavame s tlohou, pri ktorej potrebujeme urcit polohu
telesa alebo opisat jeho pohyb. Na obrazku 3.1 je v istom okamihu znézorneny
pohyb vodného luca fontdny na Vl¢incoch v Ziline. Skimajme teraz pohyb
zaciatku vodného laca. éiara, po ktorej sa zaciatok vodného lica pohyboval
sa nazyva trajektoria. Pri opise pohybu zaciatku vodného lic¢a sa obmedzime
na pohyb jedného bodu, ktory moézeme povazovat za hmotny bod. Aby sme
mohli skimat pohyb bodu, potrebujeme uréit jeho polohu v €ase t vzhladom
na pociatok sturadnicovej ststavy x, y, t.j, suradnice xg, 4o, to, 1, Y1, t1, T2,
Y2, to, ..., v ktorych sa dany bod v jednotlivych ¢asovych tisekoch pri pohybe
nachédzal. Hodnoty tychto bodov zapiseme do tabulky. Cas sme zacali merat,
ked zaciatok vodného luca prechddzal bodom so stradnicami zg, yo. Vtedy
mal ¢as hodnotu tg = 0s. V stiradnicovej stustave x, y trajektoria predstavuje
graf vzajomnej zavislosti y = y(z) stradnic bodov trajektorie.

Polohu nejakého bodu A vo v&eobecnosti vzhladom na pravouhld stradni-
covl stistavu x, ¢, z mame uréent vtedy, ked pozname vietky jeho tri stiradnice
x, y, z v priestore (z, y v rovine), kde x je kolmé vzdialenost bodu A od roviny
preloZenej osami y a z, y je kolma vzdialenost bodu A od roviny preloZenej
osami x a z a z je kolmé vzdialenost bodu A od roviny preloZenej osami x a y.

Polohu hmotného bodu moézeme charakterizovat pomocou polohového vekto-
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ra. Pod polohovym vektorom 7 hmotného bodu A vzhladom na zaciatok
stradnicovej ststavy O budeme rozumiet orientovant tsecku, ktorej zaciatok
je v bode O a koniec v bode A. Pre polohovy vektor v kartézskej stustave
suradnic x, y, z plati

Fz:z:?—l—yf%—zlg, (3.1)

kde 1, yj_" azk st jeho priemety do stradnicovych osi a x, y, z st pravouhlé
suradnice bodu A (v rovine x, y). Vektory Z, j, k st jednotkové vektory totozné

s kladnymi smermi siradnicového systému xyz.

Obrazok 3.2: Popis polohy hmotného bodu v priestore.

O mechanickom pohybe hovorime vtedy, ked nejaky hmotny bod meni
svoju polohu vzhladom na zvolend stradnicovi sastavu, ¢ize meni sa jeho
polohovy vektor, pricom koncovy bod sa pohybuje s hmotnym bodom a po-
Giatocny bod trvalo splyva s pociatkom sustavy stradnic (obr. 3.2). Pohyb
hmotného bodu méZeme charakterizovat vtedy, ked v kazdom ¢asovom okami-
hu st zname jeho suradnice, Cize ak pozname ich funkcie zévislosti od ¢asu, ¢o
mozZeme zapisat

x:fl(t)v y:f2(t)7 Z:f3(t) ) (32)

alebo vo vektorovom tvare

—

r=f(t), (3.3)

vtedy hovorime, Ze polohovy vektor 7 je vektorovou funkciou ¢asu. Ak

je poloha hmotného bodu, ktory sa v Case t; nachadzal v mieste A urcena
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vektorom 7 a v nasledujicom okamihu t; + At v mieste B vektorom 75, je

posunutie A7 hmotného bodu v ¢asovom intervale At = to —t; dané rozdielom
A7 =75 — 7 , resp. T+ AT = 7% , (34)
¢o mozno podla vztahu (3.1) zapisat

A7 = (2ai+yaj+ k)= (@1ityj+ak)
= (za—21)i+@2—y)j+(2—2)k. (3.5)
Saradnice (z1, y1, z1) uréuji polohovy vektor 7, stradnice (x2, Y2, z2) uréuju

polohovy vektor 75, pricom plati: Az = (o2 — 1), Ay = (y2 — y1), Az =
(22 — 2z1) a At = (ta — t1).

(el
N}

Obréazok 3.3: Polohovy vektor pohybujuceho sa hmotného bodu z miesta A
v Case t1 a v Case ty v mieste B.

Sled poloh, ktoré hmotny bod pocas svojho pohybu vzhladom na zvoleni
stradnicovii ststavu zaujima, predstavuje trajektoriu pohybu. Jej dlzka sa
nazyva draha pohybu.

V dvojrozmernych pripadoch pohybu (obr. 3.1) je zlozka z = 0. Tu si
vystaCime s dvojrozmernym sdradnicovym systémom uréenym osami x a ¥,

a tym aj rozklad vektora 7 je len rozkladom do tychto dvoch smerov
F=xzi+yj. (3.6)

Na popis jednorozmerného pohybu nam postacuje len jedna zlozka polo-
hového vektora 7. Ak je pohyb hmotného bodu orientovany v smere osi x, tak
plati

F=uxi. (3.7)
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V pripade priamociarych pohybov vystac¢ime pri ur€ovani polohy s dréhou s.

ktora predstavuje velkost posunutia v danom smere, pricom stradnicovi sts-
tavu si mozeme vzdy zvolit tak, aby sa pohyb uskutoc¢iioval v kladnom smere
osi x, o ndm zjednodusi opis pohybu.

3.2 Priamociary pohyb
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Obréazok 3.4: Analyza pohybu vlaku.

Aby sme si ulahéili opis pohybu, venujme sa teraz priamociaremu pohybu
vlaku (obr. 3.4 - opis pohybu sa prenesie z roviny z, y iba na priamku, t.
j. os z). Bod, v ktorom sa za¢iatok vlaku nachadzal na zaciatku v Case
t = 0s sme zvolili za zaciatok drahy. Skidmat pohyb znamené predovsetkym
stanovit zavislost x = x(t), drahy od ¢asu, pripadne dalsie charakteristiky,
ktoré su zavislé od ¢asu. Zaznamenavajme teda polohy vlaku v istych ¢asovych
intervaloch (napr. At = 0,033s) zapisujme ich do tabulky a znazornime
body so stradnicami ¢, x a bodmi so stradnicami (¢, ) prelozme suvisla,
spojitu ¢iaru, bez zlomov a skokov. KedZe naSe merania nemusia byt celkom
presné, snazime sa, aby preloZené krivka prechadzala okolo nameranych bodov

¢o najblizsie. Tak vytvorime graficki zavislost x = x(t). (Dlzku tseku At si
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mozeme zvolit Tubovolne, program Tracker, pomocou ktorého bola urobena
prezentovand analyza nam umoziiuje analyzovat pohyb v ¢asovych intervaloch
At = 0,033s (v zavislosti od zosnimaného videa a poc¢tu zaberov za 1s)).
Tabulka s hodnotami dvojic (z, t) predstavuje jeden zo sposobov vyjadrenia
fyzikalnej zavislosti drahy od ¢asu, z = x(t). Druhy zo sposobov, akym moZno
vyjadrit zavislost fyzikilnej veliciny, je graficka zavislost.

Draha pohybu zvoleného zaciato¢ného bodu vlaku sa v zavislosti od ¢asu
meni, ¢o vyjadruje aj zmena vektora 7(z) = f(t) Aby sme sa o sposobe, akym
sa poloha vlaku v zavislosti od ¢asu meni dozvedeli viac, budeme merat zmeny
drahy Ax = As v navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch At. Zmeny drahy
su vzdy kladné, ¢ize draha pohybu je veli¢ina, ktord vzdy len narasta. Zmenu
drahy As zvykneme nazyvat prirastok drahy alebo drahovy tsek, ktory
vlak presiel v ¢asovom intervale At. Celkova draha s, ktora vlak presiel od
zaCiatku pohybu, je rovna suc¢tu prirastkov - zmien drahy As v jednotlivych

Casovych intervaloch At, ktoré uz uplynuli.
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Obrazok 3.5: Analyza pohybu vlaku po priamej dréahe v troch réznych situé-
ciadch - vlak sa rozbieha, pohybuje sa rovnomerne a brzdi.

Ako si moézeme v8imnut z analyzy grafu s = s(t), akokolvek I'ubovolne
si zvolime velkost At, pri rovnakych zmenach At draha narastie o rovnaku
hodnotu As (stredny obrazok 3.5). Tento pohyb moéZeme charakterizovat
ako pohyb rovnomerny priamociary. Hovorime, Ze teleso sa pohybuje

rovnomerne, ak v ubovolnych, ale navzajom rovnakych ¢asovych interva-
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loch At prejde rovnaké drahy As.

Ak teleso v Tubovolnych, ale navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch At
prejde rézne tseky drahy As, hovorime, Ze sa pohybuje nerovnomernym
pohybom. Takym pohybom sa pohybuje napriklad vlak pri rozbiehani alebo
pri brzdeni.

Analyzujme teraz pohyb vlaku. Na prvom obrazku 3.5 sa zmeny drahy As,
prislachajice navzajom rovnakym ¢asovym intervalom At, postupne zvacsuju.
Nerovnomerny pohyb pri rozbiehani vlaku sa nazyva zrychleny pohyb. Na
treftom obrazku 3.5 sa zmeny drihy As, prislichajice navzajom rovnakym
¢asovym intervalom At, postupne zmenSuju. Nerovnomerny pohyb vlaku pri

brzdeni sa nazyva spomaleny pohyb.

3.2.1 Rychlost a draha priamoéiareho pohybu

Pojem rychlost pouZivame v beZnom Zivote ¢asto bez toho, aby sme si
uvedomovali, Ze to je fyzikalna veli¢ina. Z praxe vieme, Ze ked napr. auto
prejde urcitu vzdialenost, napr. zo Ziliny do Bratislavy 200 km za dve hodiny,
vypod&itame jeho rychlost tak, ked uréime drahu, ktora auto preslo za jednu
hodinu. Inokedy zase odmeriame ¢as At = 10s, za ktory Sprintér, zabehne
drahu As = 100m. Kazdy, kto cestoval autom vie, Ze na 200 km dlhej ceste sa
auto nepohybuje stale rovnako. Na ceste sii tiseky, na ktorych sa auto pohybuje
rychlejsie a na inych usekoch je jeho rychlost obmedzena dopravnou znackou.
Podobne je to aj so Sprintérom. Najprv bol pri Starte v pokoji a az po rozbehu
sa mu podarilo dosiahnut maximalnu rychlost.

Rychlost, ktori sme vypocitali pre dvojhodinovy pohyb auta alebo pre de-
satsekundovy beh §portovca, nazyvame priemerna vel'kost rychlosti a defi-
nujeme ju ako podiel celkovej drahy s a ¢asového intervalu, v ktorom sa dany

pohyb uskutoénil:
S
=—. 3.9
= (3.9)

Jednotku rychlosti v ststave SI uréime podla zndmeho predpisu

o) = =" = s

[s] m -1
t] s

Podl'a potreby pouZivame aj iné jednotky rychlosti, napr. em/s. Pri opise

dopravnych situacii zvykneme vyjadrovat rychlost v jednotkach kilometer za
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hodinu (km/h). Pri prepoé¢toch tychto jednotiek mozeme pisat
kEm  1000m m
1— = =0,277— ~0,28m-s".
A 36003 0,277 S 0,28m-s

Pre riesenie kazdodennych tloh je praktické si pamétat prepocet
km 1000 m
36— = 36

h 3600 s

Pod tzv. priemernou alebo strednou rychlostou 7, rozumieme podiel po-

:10@lem's_lalebolm's_l:3,6km'h_1.
S

sunutia As v uréitom ¢asovom intervale At a dlzky tohto intervalu.
As
At

Priemerna rychlost je podl'a definicie (3.10) zéavisla od dizky ¢asového intervalu,

(3.10)

Up:

v ktorom ju urCujeme a od zmeny drahy v tomto intervale. Ako sa moézeme
presvedéit z obrazku 3.5, velkost priemernej rijchlosti rovnomerného pohybu sa
v zdvislosti od casu nemeni. Priemerna rychlost nerovnomerného pohy-
bu sa v zavislosti od ¢asu meni.

Ak sa ale opytame, ako rychle sa dany objekt pohybuje, méme na mysli
rychlost telesa v danom okamihu, to znamen4 tzv. okamZzita rychlost. Tu
dostaneme z priemernej rychlosti tak, ze budeme ¢asovy interval At, merany od
okamihu t do okamihu ¢t + At, zmenSovat az k nule. S poklesom hodnoty At sa
priemern4 rychlost merana v intervale (¢, ¢+ At) blizi k istej limitnej hodnote,

¢ize derivacii vektora posunutia, ktora definuje rychlost v okamihu ¢

. As ds
o= dm 5= 11
Veli¢iny ds, d¢ nazyvame infinitezimalnymi (nekoneéne malymi (ale reél-
nymi)) alebo elementarnymi. Ich fyzikalny vyznam spociva v tom, Ze oznacu-
ju velmi malé hodnoty alebo zmeny prislusnych fyzikalnych veliéin. OkamZita
rychlost je vektorovou veli¢inou. Velkost okamZitej rychlosti (alebo vel-
kost rychlosti) ma vzdy nezaporni hodnotu a postrada informaciu o smere.
To, ¢o urcuje rychlomer v automobile, predstavuje prave velkost rychlosti.
Ak vyuzijeme poznatky o diferencidlnych operaciach a integralnom pocte,
mozeme zo vieobecnej definicie rychlosti (3.11) odvodit vztah pre drahu pria-
mociareho pohybu hmotného bodu.
V pripade rovnomerného pohybu je rychlost v = vy a kedZe velkost prie-

mernej rychlosti sa nemeni, moZno vztah (3.10) upravit do tvaru

As = vg At
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pricom pre celkovi drahu prejdent v Case t modzeme pisat znamy vztah (za

predpokladu, Ze v ¢ase t = 0's bola prejdena dréaha nulova)
s=uwvot. (3.12)

Pozrime sa teraz na graf zavislosti rychlosti od ¢asu a pokisme sa hladat isté
suvislosti so vztahom (3.12). KedZe ide o rovnomerny pohyb, grafom zavis-
losti v = w(t) je tsetka v danom ¢asovom intervale. Ak velkost rychlosti
vg vynasobime s ¢asom, v ktorom dany pohyb sktimame, dostaneme podla
vztahu (3.12) prejdent drahu a podl'a grafu obsah plochy pod grafom zavislosti
v = v(t). Mozno teda konstatovat, ze drahu, ktoru teleso pri rovnomer-
nom pohybe prejde, ur¢ime ako obsah plochy pod grafom zavislosti
rychlosti od ¢asu. Tento vyznamny poznatok je mozné zovSeobecnit aj pre
nerovnomerné pohyby. Vo v8eobecnosti si mozno ¢asovi os rozdelit na mensie
Casové useky At, v ktorych méZeme priemernu rychlost v; povaZzovat za kon-
stantnt. Hodnotu celkovej prejdenej drahy s istym pribliZzenim a chybou ur¢ime

ako sti¢et obsahov vietkych obdlznikov so stranami At a v;, ¢o moZeme zapisat
s= v At (3.13)
i

Zmengovanim intervalov na minimum (At — 0) sa budeme blizit k skuto¢nej

hodnote prejdenej drahy v danom Case, ¢o mozeme zapisat

5= Z Aim A, (3.14)

¢o je ekvivalentné zapisu pomocou integralu

s:/dSZ/vdt. (3.15)

V pripade rovnomerného pohybu, kedy je rychlost stale konStantna, moéozeme

podla pravidiel pre integrovanie ju vynhat pred integral, ¢im dostaneme

s:/ds:/vodt:vo/dt:vot+c, (3.16)

kde c je integraéna konstanta, ktora vypocitame, ak pozname prejdent drahu

v aset = 0s. Ak prejdena draha v Caset = 0s bola s = sg, mdZeme pisat

s(t=0s)=sp=v90+c = c=s5p. (3.17)
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V konecnom dosledku po tupravach dostavame vztah
s=wvgt+ 50, (3.18)

ktory je zndmym vyjadrenim drahy rovnomerného priamociareho pohybu hmot-
ného bodu. V pripade, Ze v ¢ase t = 0s bola draha sy = 0m, potom vztah

(3.18) prejde na zjednoduSeny tvar

s=wgt. (3.19)
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Obrazok 3.6: Analyza pohybu vlaku po priamej drahe z obrazku 3.4.

Ako moéZzeme vidiet z obrazku 3.6, rychlost pohybu vlaku (vyjadrent na
grafe guldckami) modzeme povazovat za priblizne konstantnu (v = 32,3 m/s
z grafickej zavislosti, zo $tatistiky v = 32,6 m/s) a pohyb vlaku za rovnomerny
priamociary. Ak teraz porovname obsah plochy pod grafom zévislosti rychlosti
v ¢asovom intervale od t; = 0,066 s do t14 = 0,495 s (¢o je hodnota v ramiku
area = 14) s prejdenou drahou v danom ¢asovom intervale (As = Az =
14 —x1 = 14,063m — 0,091 m = 13,972m ~ 14m) zistime, Ze hodnoty s
navzajom rovnaké. To znamené, Ze prejdena draha v danom ¢asovom intervale
je rovna obsahu plochy pod krivkou ¢asovej zéavislosti rychlosti v tom istom
casovom intervale. Ak teda urc¢ime obsah plochy pod krivkou zavislo-
sti rychlosti od ¢asu v ktoromkol'vek ¢asovom intervale, uréime tak

drahu, ktort teleso v danom ¢asovom intervale preslo.
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Z analyzy drahy pohybu vlaku na obrézku 3.6 mézeme usudit, Ze draha po-
hybu vlaku sa rovnomerne zvySovala s ¢asom, ¢o moZno charakterizovat rovni-
cou v analytickom vyjadreni z(t) = 32,6¢ — 2,088. To znamena, Ze pohyb
vlaku je rovnomerny priamodiary s rychlostou v = 32,6 m/s a v éase t = 0s
bola prejdend draha sy = —2,088 m (¢o suvisi pri danej analyze s posunom
vztaznej sustavy kvoli lepsej analyze rychlosti). V ¢ase t12 = 0,429s bola
na grafe zavislosti drahy od ¢asu urobené doty¢nica ku grafu, ktorej smernica
ma hodnotu 32,3 (slope = 32,3). Ak tuto hodnotu porovname s hodnotou
rychlosti v danom ¢ase (v(t12 = 0,429s) = 32,304 m/s), zistime, Ze dané
hodnoty si si navzidjom odpovedajice. To znamend, Zze ak na grafe zavis-
losti drahy od ¢asu uréime v ktoromkol'vek ¢asovom intervale hod-
notu smernice dotyénice, uréime zaroven aj rychlost pohybu telesa
v danom ¢asovom okamihu. Matematicky je okamzita rychlost rovnéa smer-

nici doty¢nice ku grafu funkcie s = s(t).

3.2.2 Zrychlenie priamociareho pohybu

Rychlost pohybu moéze byt stala alebo sa moze menit. Pohyb, pri ktorom
sa rychlost meni sa nazyva zrychlenym. KedZe rychlost je vektor, o zrychleny
pohyb pojde nielen vtedy, ked sa bude menit velkost rychlosti, ale aj vtedy,
ked sa bude menit smer rychlosti. Ako miera pre zmenu rychlosti za jednotku
¢asu sa zavadza zrychlenie.

Priemerné (stredné) zrychlenie @ v ¢asovom intervale At je definované
Av vy —
At -t

a= (3.20)

Podobne ako pri rychlosti, tak aj pri zrychleni dostaneme okamzité zrychle-

nie tak, Ze ¢asovy interval At sa bude priblizovat k nule

Hovorime, Ze zrychlenie a sa rovna derivacii rychlosti podl'a ¢asu, ¢ize
v danom okamihu je rovné smernici doty¢nice ku krivke v(¢) v bode uréenom
danym okamihom. Vzhladom na to, Ze pri priamodciarom pohybe je rychlost
rovna derivacii posunutia, drahy podla ¢asu, mézeme zrychlenie a uréit tak, Ze
dané posunutie budeme derivovat dvakrat za sebou, ¢o mozeme vyjadrit takto

dv d (ds d?s
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a hovorime, Z%e zrychlenie je rovné druhej derivacii drahy s(¢t) podla
casu.
Jednotkou zrychlenia v stistave SI je m/s2. Zrychlenie ma velkost aj smer, je

teda vektorovou veli¢inou.

3.2.3 Rovnomerne zrychleny pohyb

Casto sa stretavame s pohybmi, pri ktorych sa rychlost meni rovnomerne,
¢ize zrychlenie je konstantné. Takyto pohyb nazyvane rovhomerne zrych-
leny. Prikladom takéhoto pohybu moéze byt rozbeh auta, vlaku, ale aj pad tele-
sa (za urcitych podmienok pri zanedbani odporu vzduchu). Obdobnym spo-
sobom, ako v pripade rovnomerného pohybu, mézeme aj v pripade nerovnomer-
ného pohybu urcit v a s zo zrychlenia a rychlosti.

Aby sme sa dozvedeli, ¢o plati pre rychlost a drahu rovnomerne zrychle-
ného pohybu, pokusime sa upravit niektoré z predchadzajucich vztahov (3.21)
a (3.22). Upravou vztahu (3.21) dostavame

dv=adt.

Integraciou oboch stréan rovnice dostaneme

[ao= [aa.

KedZe uvazujeme o konstantnom zrychleni, mézeme ho vyhat pred integral

/dv:a/dt,

a matematickou tpravou predchadzajiceho vztahu dostavame
v=at+c, (3.23)

kde ¢ je integracna konStanta, ktort uré¢ime z pociato¢nych podmienok pre
rychlost ¢astice v ¢ase t = 0s, kedy je rychlost v, = vg,. Dosadenim tej-
to hodnoty do predchéadzajiceho vztahu, ktory plati pre Tubovolny okamih

dostaneme hodnotu integracnej konstanty ¢
v=v(t=0)=a0+c=c.
Ziskanu hodnotu konstanty ¢ dosadime do vztahu (3.23) a dostavame

v=uvg+at. (3.24)
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V pripade rovnomerne zrychleného pohybu je zrychlenie a > 0 a pre spomaleny
pohyb je a < 0 a predchadzajici vztah prejde na tvar v = vy — at.
Podobnym sposobom so znalostou pravidiel pre integra¢ny pocet moézeme od-

vodit aj vztah pre drdhu zo vztahu (3.11). Upravou tohto vzfahu dostévame
ds =wvdt.

Integraciou tejto rovnice dostaneme

[as= [var.

Z predchadzajiceho vysledku poznédme vztah pre rychlost (3.24), ktora zavisi

od ¢asu. Jej dosadenim za v dostédvame

/ds:/(vo—l—at)dt.

Vyuzijeme jednu z vlastnosti integralov - aditivnost, t. j. integral suctu je
rovny suctu integralov. KedZe pociato¢na rychlost vy je konstantnéa, mozeme

ju vynat pred integral a nasledne upravit

/d.S:vo/dt+a/tdt.

Integraciou oboch stréan rovnic dostavame
_ 1 2 /
s = iat +vt+c,

kde ¢ je integracni kongtanta, ktort uréime z pociatocnych podmienok pre
polohu ¢astice (v ase t = 0s je s = s9). Dosadenim do predchadzajtceho
vztahu zistime, Ze hodnota konstanty ¢ = sg, ¢iZze predchadzajtica rovnica
nadobudne tvar

s:vot—l—%at2+so. (3.25)

Pokusme sa teraz z grafov analyzovat pohyb vlaku pri brzdeni (obr. 3.7).
Ako si moéZeme v8imniat z grafu zavislosti rychlosti od ¢asu (gulécky), po-
hyb vlaku mézeme povazovat za rovnomerne spomaleny so zrychlenim a =
—1 m/s?. Analyticky méZeme zavislost rychlosti vlaku od ¢asu vyjadrit rovni-
couv(t) = —1t+6,479, ¢o napoveda, Ze v ¢ase, ked sme zacali pohyb analyzo-
vat (t = 0s) mal vlak rychlost vy = 6,479 m/s. Obsah plochy pod zavislostou

rychlosti od ¢asu nés informuje o tom, Ze za éas At = t16—t1 = 5,285 —0,33 s
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presiel vlak dréhu s = 18,3m (area = 18,3), ¢o zodpoveda prejdenej dréhe
v Case At = 5,285 — 0,335 = 4,955 (As = Ax = x16 — x1 = 18,25Tm —
0,002m = 18,255 m ~ 18,3 m).
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14 L row i W X
0 0 -1,899
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2t 8 254 388 11,623
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Obréazok 3.7: Analyza pohybu vlaku po priamej drahe pri brzdeni.

Na obrazku 3.7 je taktiez vykonana analyza zévislosti prejdenej drahy
pri brzdeni vlaku od ¢asu. Z preloZenia nameranych hodnét najvhodnejSou
matematickou funkciou (v tomto pripade parabolou), sme ziskali parametre
a’ = 0,5067, V' = 6,54, ¢ = —2,144. (Tomuto postupu zvykneme hovorit "fi-
tovanie", alebo "fit" funkciou). Ako z matematickej analyzy daného pohybu
vyplyva, zavislost drahy od ¢asu pri brzdeni vlaku (Stvorceky) mozeme popisat
rovnicou s = —0,5067¢> + 6,54t — 2,144 = —31,0134¢> + 6,54t — 2,144.

Dany pohyb moéZeme teda povazovat za rovnomerne spomaleny so zrychlenim

a = —1,0134 m/s? a poédiatoénou rychlostou vg = 6,54 m/s a pociatoc-
nou polohou sy = —2,144 m (¢o zodpoveda analyze predchadzajuceho gra-
fu). V ¢ase t = 0s bola poloha vlaku zo(tp = 0s) = —1,999m (hodnota

z tabulky nameranych hodnét). Ku grafu zéavislosti drahy od ¢asu v bode,
ktory zodpoveda hodnote 135 = 4,29 s bola vynesena dotyc¢nica, ktorej smerni-
ca ma hodnotu 2,19 (slope = 2,19). Ak tuto hodnotu porovname s hodnotou
rychlosti v danom ¢ase (v(t13 = 4,29 ) = 2,19 m/s), zistime, Ze dané hodnoty
st si navzajom zodpovedajice. Takymto sposobom je mozno v ktoromkolvek

¢ase urcit okamzitt rychlost pohybu vlaku ako smernicu dotyénice ku
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grafu zavislosti drahy od c¢asu.

Derivaciou drahy podla ¢asu dostaneme funkéna zavislost rychlosti a nao-
pak, integraciou rychlosti dostaneme zavislost drahy ako funkciu ¢asu. Vo
vSeobecnosti, ak je jedna fyzikdlna veli¢ina vyjadrena ako derivacia druhej,
tak zase druhu je mozné ziskat integrovanim funkénej zavislosti prvej veli¢iny.
Takyto postup sa nevztahuje len na rieSenie pohybov v kinematike, ale sa
uplatiuje prakticky pri vzajomnych vztahoch v8etkych fyzikalnych veli¢in.

Treba v8ak pripomenut, %e odvodené rovnice (3.24), (3.25) platia iba pre
rovnomerne zrychleny priamociary pohyb. Symbol sy predstavuje drahu hmot-
ného bodu prejdentt v Case t = 0s a rychlost vg je rychlost v ¢ase ¢ = 0s.
V pripade, Ze zrychlenie a = 0 m/s? potom vztah (3.25) prejde na tvar
(3.18), resp. ak v Case t = 0s bola draha sy = Om tak na tvar (3.19), ¢o
su vztahy pre rovnomerny priamociary pohyb hmotného bodu pohybujiceho
sa konstantnou rychlostou vg. Tiez, ak zrychlenie bolo nenulové a pociatocna
rychlost a draha bola nulova (vg = 0 m/s, so = 0m), tak dostavame vztah pre

drahu rovnomerne zrychleného pohybu s = %atQ.
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|[E030 y=044 ' [fight-drag for options
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Obrazok 3.8: Analyza pohybu padajiceho telesa.

Obdobnym spésobom, ako bol analyzovany pohyb vlaku, méZzeme urobit
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aj analyzu pohybu padajuceho telesa (obr. 3.8). KedZe padajuca gulocka sa
pohybuje v zépornom smere osi y, hodnoty polohy a rychlosti v danom smere
nadobudaja zaporné hodnoty.

Z analyzy rychlosti pohybu volne padajiceho telesa (obr. 3.9) vyplyva,
7e pohyb volne pustenej gul6cky modZeme povaZovat za rovnomerne zrych-
leny so zapornym zrychlenim a = —9,812 m/s?. Zavislost rychlosti od ¢asu
mozeme charakterizovat rovnicou v(t) = —9,812¢ — 0,01476, z obsahu plochy
pod grafom zavislosti rychlosti od ¢asu vyplyva, Ze prejdend draha v danom
Gasovom intervale At = t14 —t1 = 0,462s — 0,033 s = 0,429 s je 1,05 metra
(resp. As = Ay = y1qa —y1 =| —1,052 — (—0,005) |= 1,047 m z nameranych
dat v tabulke).
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Obrazok 3.9: Analyza rychlosti pohybu padajiceho telesa.

Zavislost drahy od ¢asu volne padajiceho telesa (obr. 3.9) mézeme popisat
rovnicou s(t) = y(t) = —4,906 > —0,01239¢ — 0,0005581, ¢o mdzeme prepisat
do tvaru s(t) = y(t) = —% 9,812¢%2 — 0,01239¢ — 0,0005581. Pohyb volne
pustenej gulocky (v kratkom ¢asovom intervale, kedy eSte modzeme zanedbat
odpor vzduchu) moézeme opét podla predchadzajtcej analyzy povazovat za
rovnomerne zrychleny so zapornym zrychlenim a = —9,812 m/s?. Zistenim
smernice doty¢nice ku grafu zéavislosti drahy od ¢asu v ¢ase tg = 0,198 s, bola
ur¢end hodnota okamzitej rychlosti v(0,198s) = —1,94 m/s, ¢o zodpoveda
hodnote urcenej z tabulky vy = —1,939 m/s.

VolIny pad je $pecidlnym pripadom pohybu, kde @ = ¢. Pri volnom pade
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telesa v blizkosti zemského povrchu sa rychlost zvysuje so stalym zrychlenim

—

g.
1g=9,80665 m/s* ~ 9,81 m/s>.

Tato hodnota bola prijata ako normalne tiazové zrychlenie na druhej gene-
ralnej konferencii pre vahy a miery v roku 1901. Zodpoveda severnej zemepisnej
$irke 45° na drovni mora.

Rovnice popisujiice rovnomerne zrychleny pohyb platia pre zvisly vrh v bliz-
kosti zemského povrchu (ak je odpor vzduchu zanedbatelny), t. j. do vySok
zanedbatelne malych oproti zemskému polomeru, teda h < 6 x 10% km. (Viac

sa o tomto pohybe dozvieme v kapitole Gravita¢né pole.)

3.3 Trojrozmerny pohyb
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Obrazok 3.10: ZmensSenie ¢asového intervalu.

Po predchéadzajicej analyze pohybu v jednom smere (na priamke) moZno
nase uvahy rozsirit na pohyb, ktory sa uskuto¢nuje vo vSetkych troch smeroch.
Najdolezitejsie pojmy tykajice sa popisu pohybu budi analogické s tymi, ktoré
sme odvodili v predchédzajicich ¢astiach, avSak rozsirené za pomoci vektorovej
algebry do v8etkych troch smerov priestoru.

Podiel
AT

At

definuje priemernti rychlost hmotného bodu na tiseku z miesta A do miesta

=,, (3.26)

B. 7 obrazku 3.3 je zrejmé, Ze nepriamociara trajektoria pohybu hmotného
bodu sa vektorom A7 nedé presne popisat. Pre presnejSie popisanie je nutné

Casové intervaly skracovat (obr. 3.10). Potom aj vektor A7 presnejSie popisuje
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asek trajektorie a priblizuje sa dotycnici ku krivke trajektorie v mieste jeho
pociatku.
Matematicky mdZeme zmenSovanie ¢asového intervalu vyjadrit pomocou limity
a néaslednej derivacie polohového vektora podla casu
- . AP dr
o= S a0
Rychlost ¢ je v tomto vyjadreni okamzitou rychlostou hmotného bodu v case
t a smer rychlosti ma smer doty¢nice ku trajektorii pohybu. Vztah (3.27) je
analogiou vztahu (3.11), ale zaroven je jeho zovseobecnenim pre pohyby v troj-
rozmernom priestore. Zavedené veli¢iny d7 a dt si elementdrnym vyjadrenim
polohového vektora a ¢asu.
Pre trojrozmerny sturadnicovy systém s vektorom 7 uréenym pomocou troch

zloziek (3.1) prejde vztah pre rychlost (3.11) do tvaru

L drf dz- dy- dzs

Ak zavedieme velkosti zloZiek vektora rychlosti pre jednotlivé smery

dz dy dz
r = 1, = 55 9 z = S, 9 2
v vy =3V ¥ (3.29)

néasledne dostavame pre celkova rychlost
T=vpi+v,]+uv.k. (3.30)

Velkost rychlosti je uréena absolitnou hodnotou

U] = \/vZ + v + 2. (3.31)

V pripade pohybu hmotného bodu rychlostou vy len v jednom smere, napr.
v smere osi « st zlozky rychlosti v ostatnych smeroch v, = v, = 0 m/s. Potom
vo vztahu (3.28) pre zlozku rychlosti nahradzame v, = vy a zlozku vektora
x mozeme nahradit drahou s. Dostavame tak skalarny vztah pre rychlost
priamodciareho pohybu vyjadreny ako derivaciu drahy podla ¢asu, ¢o je vztah
(3.11).

Pre priemernt rychlost priamociareho pohybu potom dostaneme vztah ana-

logicky so vztahom (3.10) s tym, Ze polohovy vektor je nahradeny drdhou

As

= (3.32)
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Predpokladajme v d'alsom, Ze rychlost pohybu nezostava konstantna ako
v pripade rovnomerného pohybu, ale sa meni s ¢asom. Takyto pohyb sme ozna-
¢ili ako nerovnomerny. Nech sa hmotny bod v Case t; pohybuje rychlostou vy
a v ¢ase to rychlostou vo. Pomer zmeny rychlosti v ¢asovom intervale vyjadruje
zrychlenie uz definované vztahom (3.21). Av8ak vztah (3.21) je opét definiciou
zrychlenia len pre pripad priamociareho pohybu. Pre zovSeobecnenie definicie
zrychlenia v priestore je potrebné upravit vztah pre trojrozmerny suradnicovy
systém. Ak uvazime trojrozmerny suradnicovy systém s vektorom 7 urenym
pomocou troch zloziek (3.1), potom zrychlenie mézeme vyjadrit s vyuZitim
vztahu (3.21) analogicky, ako sme to urobili pre rychlost v predchadzajuce;
Casti i7  d d d
i= d—: - %E %j‘ ;’:E. (3.33)

Ak uvazime vztahy pre velkosti zloZiek rychlosti (3.29), tak zrychlenie je mozné

vyjadrit ako druhu derivaciu polohového vektora podla ¢asu

B Pz d%y - d%z -

d=—51+— — k. 3.34
‘“cw el e (3:34)

Velkosti zloziek vektora zrychlenia zavedieme takto

dv, duy dv,
-z =Y == 3.35
T T T A (3:35)
a pre celkové zrychlenie potom dostavame

a=azi+a,j+ ak . (3.36)

Velkost zrychlenia je uréena absolitnou hodnotou

|| = /a2 + a2 + a2 . (3.37)

V pripade priamociareho pohybu orientovaného v smere osi z ostatné zlozky
zrychlenia st nulové a vztah pre zrychlenie prejde na skalarny tvar analogicky

vztahu (3.21)
dv,

Gy = —.
Todt
Vratme sa eSte na koniec tejto ¢asti k analyze pohybu vodného luca fontany,

(3.38)

ktory urobime v rovine z, y (v smere osi z sa dany pohyb nerealizuje). Skiisme
teraz spolo¢ne analyzovat pohyb zaciatku vodného liuca v tychto dvoch réznych
smeroch - z, y. Ako si méZeme v8imnut zo zéavislosti z(t) a y(t) (obr. 3.1), po-

hyb v smere osi z je rovnomerny a v smere osi ¢ je nerovnomerny - na zaciatku
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spomaleny a v druhej ¢asti deja zrychleny. (Preco je tomu tak, dozvieme sa
v dalgich kapitolach pri skiimani pri¢in pohybu - v dynamike a pri pohyboch
telies v gravitatnom poli Zeme (pdsobiaca sila, ktora ovplyviiuje pohyb, po-
sobi iba v jednom smere). KedZe poloha zaiatku vodného luc¢a v smere osi
x rovnomerne klesa (mensie Stvorceky), zéavislost polohy z od ¢asu mozeme
priblizne charakterizovat rovnicou z(t) = —2,7t 4 0,052, (pre rychlost plati
v, = 2,7m/s, znamienko - hovori o pohybe v zapornom smere osi x). Polo-
ha vodného la¢a v smere osi y najprv narastd, potom sa zmenSuje (vicSie
Stvorceky), preto pohyb v tomto smere povazujeme za nerovnomerny. Matema-
tickou analyzou ho moZno popisat vztahom y(t) = —% 9,67t2+7,13t—0,0054,

-

Y, Y %

|
a -8,409E0
b 6,955E0

| S
Fit Name: Priamka |v‘ | Fit Buitder... I |: Parametar Hadnota

Fit Equation: vy=a™+ b l

Obréazok 3.11: Analyza pohybu vodného luca fontany.

z ¢oho vyplyva, Ze zrychlenie tohto pohybu je konStantné a smeruje dole v za-
pornom smere osi y, t. j. ay = —9,67 m/s? ~ —g. Rychlost pohybu v danom
smere mozno charakterizovat rovnicou vy (t) = 6,96 — 9,41¢, pricom z daného
vyjadrenia a grafickej zéavislosti vy(t) (gulocky) vyplyva, Ze pri stpani vod-
ného laca je rychlost kladna a zmensuje sa z rychlosti priblizne vy, (0) =~ 7 m/s

az na nulu (vy(0,74s) = 0 m/s) a potom velkost (zapornej) rychlosti narasta.
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3.4 Krivociary pohyb, pohyb po kruznici

V prechadzajucej Casti boli odvodené vztahy pre pripad rovnomerného
a rovnomerne zrychleného pohybu. Trajektoria takéhoto pohybu bola ¢ast
priamky. Tieto vztahy boli potom zov§eobecnené na pohyb v priestore s pouZi-
tim vektorového zapisu. Ak zavedieme jednotkovy vektor 7 orientovany v smere
doty¢nice ku krivke, mézeme potom rychlost vyjadrit ako skaldrny nasobok
vel'kosti rychlosti v a jednotkového vektora 7
dr
dt

Analyzou vztahu (3.39) podla skalarnej veli¢iny v dostavame nasledujuce druhy

T=—=07. (3.39)

pohybov podla velkosti rychlosti:
e v = kon$tanta, = rovnomerny pohyb,
e v # konStanta, = nerovnomerny pohyb,

a rozborom z pohladu vektora 7 vystihujticeho smer pohybu dostavame dalsie

rozdelenie:
e 7 = konStanta, = priamociary pohyb,
e T # konstanta, = krivociary pohyb

Kombinéaciou tychto moznosti ziskame $tyri zakladné druhy pohybu, rovno-
merny priamodiary, rovnomerny krivociary, nerovnomerny priamodiary, nerov-
nomerny krivodiary. Na popis priamociarych pohybov vystacime s jedno-
rozmernym siradnicovym systémom, kym v pripade krivoc¢iarych pohybov je
potrebny popis s dvoma stiradnicami pre pohyby v rovine, resp. troma siradni-
cami pre pohyby v priestore. Predmetom tejto kapitoly bude rozbor z pohladu
smeru pohybu.

Velké variabilita krivo¢iarych pohybov neumoziiuje univerzalnym spésobom
popisat vSetky krivociare pohyby, a preto sa v tejto kapitole nasa pozornost
zuzi len na $pecidlny pripad krivocéiareho pohybu, konkrétne pripad pohybu po
kruZnici, ktory taktiez nazyvame otaCavy alebo rotaény pohyb. Analogic-
ky s priamociarym pohybom (patri medzi posuvné (transla¢né) pohyby),
ktory je charakterizovany polohovym vektorom 7, rychlostou ¢ a zrychlenim
a mozeme aj pohyb po kruznici charakterizovat orientovanym uhlom &, vek-

torom uhlovej rychlosti & a vektorom uhlového zrychlenia £ Kym v pripade
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priamociareho pohybu sme mohli s drdhou, rychlostou a zrychlenim pracovat
ako so skalarnymi veli¢inami, tak v pripade pohybu po kruznici st spominané
veli¢iny vektormi.

Uvazujme teraz o pohybe hmotného bodu, ktory sa otaca okolo pevnej
osi (obr. 3.12). Kazdy bod kruznice opisuje pri ota¢avom pohybe za dany
¢as rovnaky uhol. (Naproti tomu pri posuvnom pohybe vSetky body telesa
sa pohybuju po trajektoériach rovnakého tvaru, napr. po priamkach pri pria-
modiarom pohybe a v danom ¢asovom intervale prejda rovnaka vzdialenost.)
Uhol « predstavuje uhol, ktory opiSe sprievodi¢om rotujiceho hmotného bodu
so stredom kruhovej trajektorie za ¢as t. Ak pozname dizku oblika s opisaného
sprievodi¢om hmotného bodu, ktortt hmotny bod za ¢as ¢ urazil a polomer

kruznice, po ktorej sa pohybuje je R, pre velkost uhla « plati

(3.40)

L2

Obrazok 3.12: Pohyb po kruznici s charakterizaciou zakladnych veli¢in.

Hodnoty takto definovaného uhla sa udéavaju v oblikovej miere, t. j.
v radidnoch (rad). Niekedy sa vSak moZeme stretnit aj so zadanim uhla

v stupnoch alebo otackach, pricom plati prevod

2
otadka = 360° = 2" _ 9 7rad | (3.41)
odtial potom dostavame
1rad = 57,3° = 0,159 otocky . (3.42)

Ak teraz chceme skumat otacavy pohyb, znamena to sktimat ¢asova zévis-
lost uhla oto¢enia hmotného bodu, ¢ize o = a(t). Ak sa uhol oto¢enia hmot-
ného bodu v ¢ase t meni z hodnoty «j(t;) na hodnotu asg(t2), potom pod

otocenim hmotného bodu v ¢ase t = t9 — t; rozumieme v danom c¢asovom
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intervale veli¢inu Aq, ktora je definovana vztahom
Aa(t) = ag(tg) — (tl) . (3.43)

Otocenie A« rotujiceho hmotného bodu nadobuda kladné hodnoty, ak sa
dany bod otac¢a v smere rasticeho uhla, t. j. proti smeru pohybu hodinovych
rucic¢iek. Pri otac¢ani v smere klesajicich hodnét uhla oto¢enia nadobida zé-
porné hodnoty. (Otocenie v zmysle vektorovej algebry nie je vektorovou veli¢i-
nou, pretoze skladanie otoceni nie je komutativne (pri zmene poradia dvoch
otoceni knihy o uhol 90° v réznych smeroch nedostaneme knihu do tej istej
polohy). Pri infiniteziméalnych (nekoneéne malych) oto¢eniach da vSak moze
byt pokladané za vektorovi veli¢inu.)

Nech v Case t; je uhol otoCenia hmotného bodu «; a v Case to je uhol
otoenia . Priemerna uhlova rychlost hmotného bodu v asovom inter-
vale At = t5 — t1 je definované vztahom
az—ar A«

= - = 3.44
to — 11 At '’ ( )

w =

kde A« predstavuje otocenie hmotného bodu v ¢asovom intervale At.
OkamZita uhlova rychlost w je limitou priemernej uhlovej rychlosti vy-

jadrenej vztahom (3.44) pri zmengovani veli¢iny At k nulovej hodnote, t. j.

. Ao do
w= oA T @ (345)

1 pripadne otacky/s).

Jednotkou uhlovej rychlosti je rad/s (alebo 1s~
V pripade, Ze uhlova rychlost rotujiceho bodu nie je konstantna, dany bod
mé nenulové uhlové zrychlenie. Ak uhlova rychlost v ¢ase t1 je w1 a v Case
to je wo, potom priemerné uhlové zrychlenie hmotného bodu v ¢asovom
intervale At je definované vztahom
wy —wy  Aw

- = 3.46
ta — 1 At (3.46)

g =

kde Aw predstavuje zmenu uhlovej rychlosti hmotného bodu v danom ¢asovom
intervale At. OkamZzité uhlové zrychlenie ¢ je limitou priemerného uhlové-

ho zrychlenia pri zmensovani At k nulovej hodnote, t. j.

. Aw dw
e=dm N T W (3.47)

Jednotkou uhlového zrychlenia je rad/s? (alebo 1572, pripadne otacky/s?).
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Uhlova rychlost a uhlové zrychlenie st vektorové veli¢iny, to znamené, Ze
vztahy (3.45) a (3.47) mozeme zapisat aj vo vektorovom tvare, pri¢om orienta-
cia vektorov &, €je totozna a je uréena podla pravidla pravej ruky (obr. 3.12).
Vektory maja smer kolmy na rovinu dani pohybom s orientéciou nahor, resp.
nadol v zavislosti od smeru pohybu hmotného bodu.

Okrem tychto veli¢in moéze byt pohyb po kruznici popisany aj pomocou ob-
vodovej rychlosti ¥. Smer vektora obvodovej rychlosti je doty¢nica ku kruznici
v danom mieste, ¢ize sa nachadza v rovine kruznice.

Podobnym sposobom ako v pripade priamo¢iareho pohybu méZzeme odvodit
vztah pre uhol a uhlova rychlost rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici.
V takom pripade je zrychlenie ¢ konstantné, smery vektorov uhlového zrychle-

nia a uhlovej rychlosti st zhodné a vztah (3.47) sa da prepisat takto
dw=¢edt. (3.48)

Uhlova rychlost rovnomerne zrychleného pohybu je potom po zintegrovani

vztahu (3.48) dana zapisom
w=uwp+et. (3.49)

V pripade rovnomerne zrychleného pohybu po kruZnici je zrychlenie ¢ > 0
a pre spomaleny pohyb je € < 0. Pre vyjadrenie opisaného uhla rovnomerne
zrychleného pohybu po kruznici vyuZijeme zékladny vztah pre vyjadrenie uhla

(3.45) a pouzijeme odvodeny vztah (3.49). Nasledne dostaneme

/da:/(wo+at)dt,

a dalsim zintegrovanim dostdvame pre uhol rovnomerne zrychleného pohybu
vztah )
a:ao+w0t+§€t2 . (3.50)

Tento vztah je v8eobecnym vyjadrenim uhla rovnomerne zrychleného pohybu
po kruznici. Symboly ag a wg predstavuja uhol natocenia a uhlova rychlost
v ¢ase t = 0s. Vo vSetkych predchadzajucich vztahoch je vidiet analégiu
veli¢in a vztahov s priamociarym pohybom, na ¢o poukazuje aj tabulka 3.1.
Pokiisme sa teraz spolo¢ne tak ako v predchadzajtcej ¢asti analyzovat po-
hyb hmotného bodu po kruznici. Na obrazku 3.13 je zaznamenany pohyb

odrazového sklicka na kolese bicykla. Matematickou analyzou grafov danych
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Tabulka 3.1: Analégia veli¢in a vztahov pre pohyb po kruZnici a priamodciary

Priamociary pohyb

pohyb
Pohyb po kruznici
a
W
g
=@

w=wq+et
a=uwyt+sct?
a=agtwt+set?

v=19+at
s=uvot+1at?
5:so+v0t+%at2

pohybov (obr. 3.14) moZzeme usadit s istou presnostou, Ze ide o rovnomerny

otacavy pohyb. Z analyzy vyplynulo, Ze velkost priemernej uhlovej rychlosti

je w = 11,8 rad/s. Uhol otocenia v ¢ase t mozeme popisat rovnicou o = 6 =

11,8¢ 4+ 0,127. Obdobnou analyzou ako v predchadzajicom pripade analyzy

priamociarych pohybov mézeme ur¢it uhol otocenia v istom ¢asovom okamihu

ako obsah plochy pod grafom zavislosti uhlovej rychlosti v danom ¢asovom

okamihu (obr. 3.14 - obsah vyznacenej plochy je 12rad, ¢o zodpoveda uhlu

otolenia vo vyznacenom ¢asovom intervale Ao = A = (18 —6) rad = 12rad.)

1]

|V| [l Sync Plots

(t8)

0z

03

04 0§

; [rignt-drag for options

(t, w)

11,957

11,974

11,892

12,006{—

12,083

12,209

12,228

12193

161 100%5 > -
. T

12,287

12332] |

12384|w

Obréazok 3.13:

Analyza pohybu odrazového sklicka na kolese bicykla.
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Analyzou grafu zéavislosti uhla otocenia od ¢asu moZzno v ktoromkolvek
okamihu uréit uhlovi rychlost ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode
(obr. 3.14 - v ¢ase t = 0,40 s m& smernica doty¢nice hodnotu 12,4 rad/s,
¢o zodpoveda uhlovej rychlosti v danom ¢ase uréenej z merani: w(0,40s) =
12,385 rad/s).

a1

0

L i | L | |
1} 01 02 0,3 04 0,5 0,6 07 0,8 04 ikl 11 172 13 1.4 1.4 1,6

[t=0,40 6=4 78 slope=1,24E1] ! area=1,20E1
B | : [pree= Nl Pararmeter Hodnota
: | Priamka |
Fit Name: Pri v|. | Fit Builder ____1-|a —
Fit Equation: v = &1 + b l|1= 1,184E1
Fit Equation: = 2% + b ! a [1,176E1
= |b [1,278E1

Obrazok 3.14: Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gulocky) a uhla otocenia
(8tvorceky) od ¢asu a ich fit priamkou.

Na obrazku 3.15 je znazornené analyza pohybu odrazového sklicka na kolese
bicykla pri jeho brzdeni. DetailnejSou analyzou ¢asovych zavislosti mozno
ustudit (obr. 3.16), Ze ide o rovnomerne spomaleny otacavy pohyb, ktory
mozno popisat rovnicami w(t) = —8,029¢ + 9,765 a «a(t) = 0(t) = —1 8, 35¢>
+9,996¢ + 2,299, pricom velkost uhlového spomalenia je priblizne rovna e ~
8 rad/s? a uhlova rychlost na zaciatku brzdenia kolesa mala hodnotu priblizne
w ~ 10 rad/s. Aj v pripade tohto pohybu moZno v ktoromkolvek okamihu
urcit uhlova rychlost ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (obr. 3.16
- v ¢ase t = 0,20 s ma smernica doty¢nice hodnotu 8,07 rad/s, ¢o zodpoveda

uhlovej rychlosti v danom ¢ase uréenej z tabulky (w(0,20s) = 8,071 rad/s)).
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Obréazok 3.15: Analyza pohybu odrazového sklicka pri brzdeni kolesa.
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Obrazok 3.16: Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gulocky) a uhla otocenia

(8tvorceky) od casu.
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Uhol otocenia v danom c¢asovom intervale bol urceny ako obsah plochy pod
krivkou zavislosti uhlovej rychlosti na ¢ase (obr. 3.16) - obsah vyznacenej
plochy je 5,64 rad, ¢o zodpoveda uhlu otocenia vo vyznacenom ¢asovom inter-
vale At = t37 —t1 = 1,2215 — 0,033s = 1,188s : Aa = Af = 037 — 0, =
8,303 rad — 2,661 rad = 5,642 rad).

3.4.1 Vztah obvodovej a uhlovej rychlosti

Na odvodenie vztahu, ktory vyjadruje vzajomny stvis medzi obvodovou
a uhlovou rychlostou, pouZzijeme zakladnu definiciou uhlovej rychlosti (3.45)
a suvis medzi opfsanym uhlom « a prejdenou drahou, ktora v tomto pripade
predstavuje oblik s (3.40).
Dosadenim rovnosti (3.40) za « do vztahu (3.45) dostavame
_da d (}%) 1lds v

Y= H T d T RA R (3:51)

kde % = v je uz znama definicia okamzitej rychlosti posuvného pohybu. Po
dosadeni dostéavame vztah medzi uhlovou a obvodovou rychlostou v skalarnom

tvare

w=5 (3.52)

(Este elegantnejsie je mozné dopracovat sa k tomuto vztahu priamo derivéa-
ciou vztahu (3.40) podla ¢asu, ¢o uz ponechavame na samotnom Citatelovi.)
Z predchadzajuceho vztahu vyplyva, Ze aj ked sa vSetky Casti telesa otaca-
jaceho sa okolo vlastnej osi otéac¢aju rovnakou uhlovou rychlostou, castice tele-
sa, ktoré obiehaju vo vicSej vzdialenosti R od osi otdcania, pohybuji sa aj
vacSou obvodovou rychlostou v. Predchadzajaci vztah v8ak nevystihuje smer
rychlosti, hovori iba o velkosti obvodovej rychlosti. Smer vektorov vyplyva
priamo z obrazku 3.12. Vo vektorom tvare je vysledny vztah charakterizujtci

suvis medzi obvodovou a uhlovou rychlostou dany zépisom
T=dxR. (3.53)

Z daného vztahu vyplyva, Ze zmenou smeru pohybu hmotného bodu po kruzni-
ci v opa¢nom smere ako je na¢rtnuté na obrazku 3.12 sa zmeni aj smer vektora

uhlovej rychlosti smerom nadol.
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3.4.2 Perioda a frekvencia rovnomerného pohybu po kruznici

V pripade rovnomerného otacavého pohybu telesa po kruznici stalou uhlo-
vou rychlostou je podla vztahu (3.52) ¢asovo nepremennd i obvodova rychlost
kazdej Castice telesa. Vtedy vykoné kazdy hmotny bod telesa jeden obeh po
kruznici za rovnaky ¢asovy interval. Cas, za ktory vykona hmotny objekt
jeden obeh po kruznici rovhnomernym pohybom sa nazyva peridéda
(T). Doba obehu je pre vSetky Castice otacajiceho sa telesa rovnaka. Jednot-
kou periody je 1s. Perioda je vyjadrena vztahom

27 R

T 3.54
., (3:54)

z ktorého je zrejmé, Ze je podielom dlzky kruhovej trajektorie hmotného bodu
(27 R) a jej obvodovej rychlosti v. Po dosadeni vztahu (3.52) do tejto rovnice
dostaneme

27

T (3.55)

w
Okrem periody sa pre rovnomerné pohyby po kruznici zavadza aj d'alsia fyzikal-
na veli¢ina frekvencia (f). Frekvencia je definovana ako po&et obehov
hmotného bodu rovnomernym pohybom po kruZnici za jednotku ca-

su. Matematicky je vyjadrené ako prevratend hodnota periddy
f==. (3.56)

Jednotkou frekvencie je 157! = 1 Hz (hertz). Pomocou tychto zavedenych
veli¢in je mozné vyjadrit uhlova rychlost. KedZe peridda a frekvencia popisuju
zvacSa rovnomerné pohyby, tak aj vztah pre uhlova rychlost (3.45) sa moze
zjednodusit

(3.57)

o
w=—
t

Jeden obeh po kruznici zodpoveda uhlu @ = 27 a ¢as t = T. Po dosadeni

vztah (3.57) prejde na tvar
W= (3.58)

alebo po dosadeni vztahu (3.56) na tvar

w=2mf. (3.59)
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3.4.3 Tangenciidlne a normalové zrychlenie

Podl'a zakladnej definicie zrychlenia v priestore (3.33) je zrychlenie vek-
torové veli¢ina vyjadrené ako ¢asova zmena vektora rychlosti. Ak dojde k ¢a-
sovej zmene rychlosti je potom zrychlenie nenulové. Téato zmena rychlosti
moze byt reprezentovand bud zmenou jej velkosti alebo jej smeru. V pred-
chadzajucej kapitole sme analyzovali priamociary pohyb, pri¢om sme neuvazo-
vali o zmene smeru rychlosti. V pripade pohybu po kruznici sa vsak tato
zmena smeru rychlosti ned4 zanedbat. Zmenu smeru rychlosti bude popisovat
normalové (radialne) zrychlenie @, a zmenu jej velkosti tangencialne
zrychlenie d;.

Ich orientéciu na kruZnici znazornuje obrazok 3.17. Kym vektor tangen-
cidlneho zrychlenia @; je doty¢nicou ku kruhovej trajektorii pohybu v danom
mieste, tak vektor normalového zrychlenia @, mé smer do stredu kruZnice.
Celkové zrychlenie potom mozeme vyjadrit ako vektorovy sucet obidvoch zrych-
leni

a=a; + ay , (3.60)

alebo v pripade uréenia len velkosti celkového zrychlenia

@ = \Ja? + a2 , (3.61)

Obrazok 3.17: Nacrt tangencidlneho, normalového a celkového zrychlenia.

Odvodme teraz vztahy pre tangenciadlne a normélové zrychlenie, pricom
vyuzijeme v8eobecni definiciu zrychlenia v priestore (3.33) a pouzijeme prepis
vektora rychlosti ako suéin velkosti rychlosti vyjadrenej skaldrom v a smeru

charakterizovanom jednotkovym vektorom (3.39)

L dv  d(vT)
Q=== (3.62)
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Podl'a pravidiel pre derivovanie stéinu je mozné upravit predchadzajici vztah
(3.62) na nasledujuci tvar
. _ a7

a:—T—H)E. (3.63)
Prva cast vztahu (3.63) charakterizuje zmenu velkosti rychlosti, a teda pred-
stavuje tangencidlnu zlozku zrychlenia, pri¢om za rychlost mozeme dosadit
vztah (3.52), € predstavuje uhlové zrychlenie. Druhé ¢ast vyjadruje zmenu

smeru rychlosti a predstavuje normalovi zlozku zrychlenia

dv dw

L _dv, L dw - 64

=4 7 RdtT ReT, (3.64)
dr

dn =V — . 3.65

n =04 (3.65)

Urcenie tangencialneho zrychlenia podla vztahu (3.64) je potom analogické
urceniu zrychlenia priamoc¢iareho pohybu. ZlozitejSie je urcenie norméalovej
zlozky zrychlenia podla vztahu (3.65), kde je potrebné podrobnejsie rozanaly-

zovat zmenu smeru. Na tento ucel vyuZijeme nacért na obrazku 3.18.

Obrazok 3.18: Analyza pohybu bodu po kruznici - k odvodeniu normélového
zrychlenia.

Pre vyjadrenie zmeny smeru rychlosti budeme charakterizovat smer rychlo-
sti v kratkom ¢asovom intervale vektorom 7 na zafiatku casového intervalu
a smer rychlosti vektorom 7/ na konci ¢asového intervalu. Zmena smeru je

potom vyjadrené rozdielom tychto vektorov

df =7 — 7. (3.66)
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Ramené spajajuce stred kruznice s polohami hmotného bodu zvieraji uhol da.
Ten isty uhol je mozné najst v trojuholniku, ktory tvoria vektory 7 a 7. Pre
malé uhly plati

|d7] = |da . (3.67)

Po dosadeni za uhol a zo vztahu (3.67) dostavame

ds
d7| = — . 3.68
ar = S (3.69)

7 obrazku 3.18 je zrejmé, ze smer vektora d7 je opa¢ny k smeru jednotkového

vektora p. Vektor d7 potom méZeme vyjadrit nasledujico

ds
d7 = ——p. 3.69
T=-7f (3.69)
Do vztahu pre normélové zrychlenie (3.65) dosadime vztah (3.69) a po tprave
dostaneme )
v ds v
G =25 V5 3.70

Pre celkové zrychlenie s dosadenim vztahov pre tangencidlne zrychlenie (3.64)

a normalové zrychlenie (3.70) dostavame

2

i= %%- %ﬁ. (3.71)
Vztah (3.71) je vyjadrenim celkového zrychlenia hmotného bodu pohybu-

jaceho sa po kruznici s polomerom R. V pripade rovnomerného pohybu po

kruznici je tangencidlne zrychlenie nulové a normélové zrychlenie konstantné.

A zase v pripade rovnomerne zrychleného pohybu po kruZnici je tangencidlne

zrychlenie konStantné a normélové zrychlenie narasta s druhou mocninou ob-

vodovej rychlosti.



