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7 Mechanika tuhého telesa

V tejto kapitole st popisané zédklady dynamiky ststavy hmotnych bodov a tu-
hého telesa. ZovSeobecnia sa vzorce pre pohyb, rychlost a zrychlenie takychto
ststav pomocou taziska. Dozvieme sa, ¢o sa rozumie pod pojmom taZisko
a ako sa vypocita jeho poloha. RozSirime si platnost II. Newtonovho po-
hybového zakona pomocou I. a II. impulzovej vety. Zistime, ako vypoditat
rotaéni energiu telesa pomocou momentu zotrvacnosti. Naucime sa poditat
moment zotrvafnosti a pouzit Steinerovu vetu. A nakoniec, kedZe s pohy-
bom okolo osi sa stretavame takmer na kazdom kroku, preberieme si niekol'ko
pripadov z praxe pre kmitavy pohyb a valivy pohyb.

Doteraz pouzivany pristup, v ktorom skuto¢ny objekt bol nahradeny hmot-
nym bodom, neumoziiuje riefit vSetky tlohy dynamiky. Pre pripady, ked
rozmery objektov nemoézu byt zanedbané, je uZitocné zaviest model stustavy
hmotnych bodov. Pomocou takého modelu je moZné napr. skimat pohyb
stustavy telies, v ktorej kazdé teleso je nahradené hmotnym bodom. Predstava
sustavy hmotnych bodov je vhodné aj pre tuhé telesa a latky v kvapalnom
a plynnom stave, v ktorych stavebné ¢astice (atémy, molekuly), moézu byt po-
vazované za hmotné body.

Stustavou hmotnych bodov rozumieme jednoduché teleso, ktoré sa méze na
rozdiel od tuhého telesa, tvarovo menit. Stustava hmotnych bodov pozostava
z telies (hmotnych bodov), ktoré sa navzajom voé&i sebe pohybuji. Pohyby jed-
notlivych hmotnych bodov zavisia od polohy ostatnych bodov v priestore a st
uréené pohybovymi rovnicami, pre kazdy bod zvlast. Tuhé teleso tvori velky
pocet hmotnych bodov spojenych tak, ze ich vzajomna poloha sa pri pohybe
telesa ako celku nemeni. Pre tuhé teleso platia tie isté vysledky, ako vysled-
ky odovodené pre pohyb ststavy hmotnych bodov s obmedzenim vzijomného
pohybu jednotlivych hmotnych bodov.

Mechanika dokonale tuhého telesa opisuje posuvno rotaény pohyb telesa.
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Vychédza z mechaniky hmotného bodu a ststavy hmotnych bodov, opakuje
a rozvija uz zname skutocénosti. Cielom kapitoly je najst kinematické veli¢iny
opisujice pohyb dokonale tuhého telesa, zostavit pohybové rovnice dokonale
tuhého telesa, vyjadrit zékony zachovania pre toto teleso a uviest jednoduché

aplikéicie na pohyb dokonale tuhého telesa.

>

Obrazok 7.1: Posuvny a posuvno-otacavy pohyb telesa.

7.1 Tazisko

Fyzici radi rozmyslaju nad zlozitymi problémami a hladaja v nich nieco
jednoduché a zname. Predstavme si napriklad, Ze sme hodili baseballovi pélku.
Péalka sa moze pohybovat viacerymi sposobmi: a) jednoduchym posuvnym
pohybom v uritom smere, b) otacat sa okolo osi, c¢) pri posuvnom pohybe
bude aj rotovat v rovine (obr. 7.1) a d) vykonava zlozity priestorovo-rota¢ny
pohyb. Jej pohyb je na popis teda zlozitejsi ako pri gulocke, ktora sa chova
ako hmotny bod. Palku vo vSeobecnosti pri popise pohybu nemozno nahradit
hmotnym bodom, lebo trajektérie jednotlivych elementov palky st navzajom
odlisné. Palku treba chapat uz ako teleso s ur¢itymi rozmermi. Pri podrobnej-
Som skimani v8ak zistime, Ze jeden z bodov palky mé vyznacné postavenie.
Pohybuje sa totiz po rovnakej dréhe, ako by sa pohybovala gulicka pri hode.
Jej pohyb je presne taky, ako keby a) v iom bola sustredena vSetka hmotnost
valca a po b) posobila v iom celkova tiazova sila pdsobiaca na palku.

Tento vyznaény bod sa nazyva taziskom alebo hmotnym stredom tele-
sa. Vo vieobecnosti plati: Tazisko telesa alebo ststavy hmotnych bodov
je bod, ktory sa pohybuje tak, ako by v hom bola ststredena vset-
ka hmotnost telesa (stistavy) a posobili v hiom vsetky vonkajsie sily

poOsobiace na teleso (sustavu).
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Tazisko palky lezi na jeho pozdlznej osi. Mézeme ho najst tak, ze si palku
polozime vodorovne na vystrety prst a vyvazime ho. Tazisko potom bude lezat

na osi palky prave nad prstom.

7.2 Tazisko sustavy bodov

X

X
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Obrazok 7.2: Poloha taziska dvoch hmotnych bodov.

Urcenie polohy taZiska stustavy hmotnych bodov patri k jednej zo zék-
ladnych tdloh pri popise danej sustavy. Ako uz bolo povedané, zavedenie
taziska (hmotného stredu) vyrazne zjednodu$uje mnohé tvahy pri popise po-
hybu. Zacnime s najjednoduchsim pripadom vypoctu taziska dvoch hmotnych
bodov. Pod pojmom tazisko budeme rozumiet taky bod na ich spojnici (obr.
7.2), ktory ju rozdeluje v nepriamom pomere hmotnosti uvedenych hmotnych
bodov. Plati teda . m

2
7= g (7.1)
Podla (obr. 7.2) plati, ze a = xp — x1 a b = x9 — . Po dosadeni vyjadreni
pre a, b do predoglej rovnice a jej tprave dostaneme pre x—ovu polohu taziska

dvoch hmotnych bodov vztah

mi1Ty+mex
pp=——1 272 (7.2)
m1 + mso
Platnost tohto vztahu mozZno jednoduchou tvahou zovSeobecnit aj pre sts-
tavu n hmotnych bodov. Ak poloha i—tého hmotného bodu je z; a jeho

hmotnost m;, potom pre x—ova polohu taziska danej ststavy plati vztah

1 n
T = - Zml T, (7.3)
i=1
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kde celkova hmotnost sastavy je m = mq1 + mo + ...+ my,.

V skutoCnosti stt v8ak hmotné body stustavy rozmiestnené v trojrozmer-
nom kartezidnskom priestore, pricom ich polohy st urcené trojicou siradnic
(x4, yi, 2i). Polohu ich taziska ziskame zovSeobecnenim vztahu (7.3) na troj-

rozmerny pripad

1 — 1 — 1 —
JET:E;miﬂ?i, yT:EZ;miyia ZT:EZ;miZi- (7.4)
1= 1= 1=

Polohu taZiska mozeme zapisat i pouzitim vektorovej symboliky. Polohu
i—tej Castice mozno zadat bud jej suradnicami (z;, y;, ;) alebo polohovym
vektorom 7; = z; 7 + yif+ Z k. Index i oznacuje Casticu, i, f, k st jednotkové
vektory kartezidnskej stistavy stradnic. Polohovy vektor taZiska ststavy

hmotnych bodov je potom dany nasledujicim vztahom
FT:l‘T;—I- yTj—l— ZTE. (75)

Tri skalarne rovnice (7.4) potom mozno nahradit jednou vektorovou rovnicou

1 n
Fr=— ) mt . (7.6)
m i=1

7.3 Tuhé teleso

Doteraz sme sa zaoberali jednotlivymi hmotnymi bodmi (¢asticami) alebo
ststavou hmotnych bodov. Pokial sme pouzivali nazov “teleso”, stotoznovali
sme ho s hmotnym bodom, napr. taziskom. PovaZovali sme ho za ur¢ity hmot-
ny objekt s troma stuphami volnosti, ktory sa pohybuje ako celok a jeho pohyb
mozno popisat zadanim troch stradnic daného bodu. Nezaoberali sme sa po-
hybom jednotlivych ¢asti daného telesa a ani ich vplyvom na samotny pohyb.
Reéalne tuhé teleso ma v8ak urc¢ité rozmery a zabera priestor s objemom V.
Mozeme si ho predstavit ako stustavu velkého poétu bodov, ktoré sa z hladiska
makroskopického javia ako teleso so spojito rozloZzenou hmotnostou m. Ide
o spojitost vo fyzikadlnom zmysle - v kaZdom uvaZovanom objeme spojitého
telesa musi byt dostatoény pocet atémov na to, aby sa dalo hovorit o jeho
vlastnostiach. Pre jednoduchost d'alsich vypoc¢tov zavadzame dokonale tuhé
teleso, ktoré sa posobenim sil nedeformuje, t. j. vzdialenosti medzi jeho jed-
notlivymi ¢astami sa zachovavaji. PretoZe v tejto kapitole sa budeme zaoberat

len dokonale tuhym telesom, budeme pouZivat skrateny nazov tuhé teleso.
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Jedna zo zékladnych charakteristik tuhého telesa je hustota - p. V pripade,
7e teleso je homogénne s rovnomerne rozlozenou hmotnostou, je jeho hustota

konstantna a definovana ako

P=v
kde V je objem telesa a zdkladna jednotka hustoty je p (kg/m?). Pri plognych
utvaroch pouZivame pojem plogna hustota o (hmotnost na jednotku plochy,
(kg/m?)) a pri linedrnych ttvaroch linearna hustota A (hmotnost na jednotku
dizky, (kg/m).

V pripade, Ze teleso nie je homogénne, hustota nie je konStanta a je funk-
ciou priestorovych stradnic p(z,y, z). Zvolme v telese bod A so stradnicami
(£A,y4, 24), ktory obklopime malym objemom AV s hmotnostou Am =
p(z,y,2)AV. Hmotnost takéhoto telesa moZeme potom vypocitat cez inte-

gralny vztah:

m:/mdm:/vp(x,y,z)dV. (7.7)

7.4 Tazisko tuhého telesa

Vektor taziska stistavy hmotnych bodov (¢astic) definuje vztah (7.6). V pri-
pade, Ze mame definovat tazisko tuhého telesa so spojite rozloZzenou hmot-
nostou, postupujeme nasledujucim sposobom. Teleso fiktivne rozdelime na
fyzikdlne konefne malé Casti s objemami dV. V kazdej z nich sa nachadza
mala Cast hmotnosti dm celej hmotnosti telesa m. Na popis priestorového
rozloZenia hmotnosti telesa pouzijeme hustotu telesa p(7) (7.7), kde  je polo-
hovy vektor bodu, ktory uréuje polohu objemu dV vzhladom na podciatok
stradnicovej ststavy. KedZze ide o spojite rozloZzent hmotu v tuhom telese,
pouzivame namiesto koneéného poctu casti telesa a koneénych sumécii v ¢i-
tateli a menovateli vztahu (7.6) integraly a polohovy vektor taZiska tuhého

telesa potom definujeme vztahom

L Jrdm [ Tpla,y, 2)dV
= fmdm a fvp(x,y,z)dV '

(7.8)

Pri homogénnom (rovnomernom) rozlozeni hmotnosti v celom objeme te-
lesa je hustota p konstanta. V takomto pripade pri vypocte hustotu mozno vy-

brat pred integral a hmotnost telesa méZzeme vypocitat ako m = p fV dV = pV,
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pri¢om integral cez objem telesa je jeho objem V. V kartezianskej sturadnicovej

stustave pre tazisko tuhého telesa plati

=L [wdve =L [yave w=L [zav. @)
m Jy mJy m.Jy

Cely rad telies ma urcita geometrickti symetriu, napr. stredovi, osova
alebo rovinnu. Poloha taziska takého symetrického homogénneho telesa potom
uzko suvisi s jeho symetriou. Ak je teleso stredovo symetrické, splyva jeho
tazisko so stredom symetrie. Tazisko telesa s osovou (resp. rovinnou) symet-
riou leZi na osi (resp. v rovine) symetrie. Tazisko homogénnej gule splyva
s jej geometrickym stredom. Tazisko homogénneho kuZela lezi na jeho osi.
Tazisko bananu, ktorého rovina symetrie ho deli na dve zrkadlovo rovnaké Casti,
lezi v tejto rovine. Tazisko viak nemusi nutne lezat v telese. Tak napriklad,

v tazisku podkovy nie je Ziadny kov a v tazisku prstena nie je Ziadne zlato.

7.5 Rychlost a zrychlenie taziska

Poloha taziska stustavy hmotnych bodov je uréené rovnicou (7.6), pricom

plati
n
mFT:ZmZ-Fi, (7.10)
=1
kde m je celkovd hmotnost stustavy. Derivovanim tejto rovnice podla casu
dostaneme
drr -
mﬁ:mvT:;mivi, (7.11)

kde 07 je rychlost taziska a ; rychlost i-teho hmotného bodu. Podl'a rovnice
(7.11) mozeme vyslovit I. vetu o pohybe taZiska ststavy hmotnych bodov:
Hybnost taziska stistavy hmotnych bodov sa rovna stié¢tu hybnosti
jednotlivych hmotnych bodov ststavy.
DalSim derivovanim rovnice (7.11) podla ¢asu dostavame vztah
dur . ~
mﬂ:maT:Zmiai, (7.12)
=1

kde d@r je zrychlenie taZiska a @, zrychlenie i-teho hmotného bodu. Aplika-

ciou II. Newtonovho zakona (F' = ma) ziskame

n n
F=) F=mir=)» mid, (7.13)
=1 =1
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¢o je matematickd formulacia II. vety o pohybe taZiska sistavy: Rovnovaz-
ny stav taZiska stistavy hmotnych bodov porusia len vonkajsie sily
posobiace na sustavu. Tazisko sa pohybuje ako bod, v ktorom je
stistredenia hmotnost vietkych hmotnych bodov siistavy a na ktory
posobia vSetky vonkajSie sily p6sobiace na sustavu HB.

Tymto sa rozsiruje platnost dynamiky hmotného bodu aj o dynamiku sus-
tavy hmotnych bodov, resp. tuhého telesa. VsSetky vysledky odvodené pre
pohyb hmotného bodu moZno pouZit pre posuvny pohyb taZiska ststavy hmot-
nych bodov i tuhého telesa. Okrem tohto posuvného pohybu stistavy treba mat
na zreteli aj otaCavy pohyb sustavy hmotnych bodov okolo taziska. Vysledné
sily posobiace na jednotlivé body stustavy hmotnych bodov moZno nahradit
vyslednou silou F' v tazisku, ktord zapric¢ifiuje posuvny pohyb sistavy ako
celku, a momentom sily M, ktory zas vyvolava ota¢anie sustavy okolo taZiska.
V dalsich kapitolach si rozoberieme prave tento pohyb vzhladom na tazisko
a odvodime vysledky, ktoré budeme moct pouZit najmé pri pohybe tuhého

telesa.

7.6 Impulzové vety

Druhy Newtonov zékon plati len pre jeden hmotny bod. Jeho zovSeobec-
nenie pre sistavu hmotnych bodov, resp. tuhé teleso formuluju tzv. impulzové

vety.

I. impulzova veta

Podl'a druhého pohybového zékona je ¢asova zmena hybnosti hmotného
bodu rovna vyslednej sile nan pésobiacej. V ststave hmotnych bodov mézeme

pre kazdy jeden pisat

!

P =
d_; =r;+ Z E,] )
=1

kdei=1,2,...,n a p; = m;¥; je hybnost i—teho bodu. Prvy ¢len F, je vysled-
nica vonkajsich sil posobiacich na i—ty hmotny bod, druhy ¢len je vysledni-
ca vnatornych sil na bod 7. S¢itanim vSetkych rovnic ziskame celkovii ¢asovi

zmenu hybnosti ststavy, pricom vyslednica vnatornych sil medzi vSetkymi bod-
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mi ststavy je rovna nule (akcia reakcia). Suméciu potom zapiSeme ako

%;@.:;ﬁi, (7.14)

Ak oznacime p = X;p; ako celkovt hybnost sistavy hmotnych bodov a vysled-
nicu vSetkych vonkajsich sil pésobiacich na ststavu hmotnych bodov ako
F= Eiﬁi, mozeme pisat I. impulzova vetu v tvare

~ dp

F= e (7.15)
Zovseobecneny druhy Newtonov zakon pre sustavu hmotnych bodov, teda
[. impulzova veta hovori, Ze ¢asova zmena celkovej hybnosti ststavy
je rovna vyslednej vonkajSej sile podsobiacej na ststavu hmotnych
bodov.

Pri rieseni prikladov pracujeme s pojmom izolovana ststava, t. j. ststava,

na ktorti nepdsobi vonkajsia sila, a teda plati F=0N.ZL impulzovej vety

pre fu vyplyvaja nasledujice dosledky:

e Celkova hybnost izolovanej sustavy hmotnych bodov je konstantné, z ¢o-
ho vyplyva zakon zachovania celkovej hybnosti izolovanej stistavy

hmotnych bodov:

n
Y B =P+ P+ + P, = konst. . (7.16)

i=1

e Celkova mechanicka energia izolovanej sustavy hmotnych bodov je kons-
tantné, z ¢oho vyplyva zadkon zachovania celkovej energie izolo-

vanej sustavy hmotnych bodov.

e Hmotny stred izolovanej stistavy sa nachadza v pokoji alebo v rovnomer-
nom priamoc¢iarom pohybe, z ¢oho vyplyva zakon pohybu hmotného stre-

du izolovanej stistavy hmotnych bodov.

II. impulzova veta

Majme ststavu hmotnych bodov, na ktort podsobi vonkajsia sila F. Na
jeden hmotny bod s hmotnostou m; a hybnostou p; = m;u; pdsobi ¢ast vonkaj-

Sej sily F, a stdet vnutornych sil Z?:l j #ﬁi,j- Moment tychto sil vzhladom
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na l'ubovoly vztazny bod O je

n
My=7xF+7x Y  Fij, (7.17)
i=Lj#i

kde vektor 7; ur¢uje polohu i—teho hmotného bodu stustavy vzhladom na
vztazny bod O. UvaZovany i—ty hmotny bod vzhladom na vztazny bod O
méa moment hybnosti L; = 7 x Di, ktorého suvis s momentom sily je dany
pohybovou rovnicou (dL/dt = M). Na tomto zaklade potom mézeme Casovi

zmenu momentu hybnosti hmotného bodu pisat ako
dL;

n
- = M; =7 X Fy +7; > Fiy, (7.18)

J=1,j#i

¢o predstavuje stustavu n rovnic pre ¢ = 1,2, ...,n. S¢itanim rovnic dostaneme

¢asovil zmenu momentu hybnosti celej ststavy. Vzniknuty vektorovy stcet
momentov vSetkych vonkajsich sil pésobiacich na sistavu hmotnych bodov
(7 ﬁ,) predstavuje vyslednicu momentov vSetkych vonkajsich sil M =
>, M; a vektorovy sucéet momentov hybnosti jednotlivych hmotnych bodov
>, L; predstavuje celkovy moment hybnosti stustavy L. 7 predchadzajucich
avah vieme, Ze dvojitd suma v rovnici predstavuje vektorovy sicet momentov
v8etkych vnutornych sil, ktory je nulovy. Po uvedenych oznac¢eniach dostaneme

rovuicu .
dL
dt ’
ktord sa nazyva II. impulzova veta. Z nej vyplyva, Ze vektorovy sucet

M = (7.19)
momentov vSetkych vonkajsich sil posobiacich na stistavu hmotnych
bodov je rovny ¢asovej zmene momentu hybnosti stistavy hmotnych
bodov.

Pre izolovani ststavu je vysledny moment sil M nulovy, ¢ize celkovy mo-
ment hybnosti L je konstantny, z ¢oho vyplyva zdkon zachovania momen-
tu hybnosti sastavy > " , L;= konst.. Vo vieobecnosti mozu tiez momenty
jednotlivych sil pdsobit v smere s rovnakou i opa¢nou orientéciou. Moze teda
dojst k situécii, Ze sa otacavé udinky jednotlivych sil navzajom vyrusia - teleso
nebude vykonavat otaCavy pohyb. Tuto situaciu popisuje momentova ve-
ta: Otacavy ucinok sil pésobiacich na tuhé teleso sa navzajom rusi,
ak je vektorovy sii¢et momentov vsetkych sil vzhl'adom na urcitiu os
rovny nule. Na zaklade momentovej vety mozeme urcit polohu taziska telesa,

velkost sily alebo jej polohy aby bolo teleso v pokoji a pod.
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7.7 Kineticka energia tuhého telesa

7.7.1 Translaény pohyb tuhého telesa

Jednym zo zakladnych pohybov je transla¢ny, ¢ize posuvny pohyb. Pri
tomto pohybe sa vSetky body telesa pohybuji po rovnobeznych trajektériach
amaji v danom ¢ase rovnaka rychlost a zrychlenie. Kinetickd energia takto po-
hybujtcej sa ststavy hmotnych bodov je sii¢et jednotlivych kinetickych energii
hmotnych bodov. Ak vSak zoberieme do uvahy fakt, Ze rychlosti v; vSetkych
bodov ststavy pri tomto type pohybu st rovnaké a totozné s rychlostou taziska
v; = v, mdZeme ju vybrat pred sumu a sumécia cez jednotlivé hmotnosti da

hmotnost telesa m ako v nasledujticej rovnici

1 1 1 1 —
B, = §m10%+§mzv§+‘”+§mn”g:52”“”22:
=1
1< 1, 1

Tento vztah je uplne identicky so vztahom pre kinetickd energiu hmotného
bodu (4.28).

7.7.2 Rotaény pohyb tuhého telesa okolo osi

Tak ako posuvnému pohybu telesa sme priradili kinetickd energiu, tak
rotujicemu telesu zodpovedé kineticka rotacnéa energia. Teraz si ukdZeme ako
ju vypocitame. Znamy vztah %m v? (4.28) plati len pre kinetickii energiu jednej
Castice alebo tuhého telesa vykonévajiceho len posuvny pohyb. Pre vypocet
kinetickej energiu rotujuceho telesa nie je priamo pouZiteIny. Nevieme, akt
veli¢inu treba dosadit za v.

Z technického hladiska je doélezity pohyb tuhého telesa okolo pevnej osi.
Skor ako vyjadrime rovnice opisujtice tento pohyb, hladajme zakladné vlast-
nosti tychto rovnic. PredovSetkym vSetky body telesa, a teda aj tazisko,
vykonavajia pohyb po kruZnici so stredom na osi otacania (¢asto sa taZisko
nachadza na osi, takze sa nepohybuje). Casovo zévislym parametrom je teda
uhol pootocenia telesa okolo osi. Rotéciu charakterizuju kinematické veli¢iny
rotacného pohybu: uhol otocenia «, uhlova rychlost w a uhlové zrychlenie
e. Povazujeme teleso (v8eobecne kaZzdé rotujuce teleso) za stustavu pohybuji-

cich sa Castic s roznymi rychlostami. Rota¢nt energiu takéhoto telesa potom
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mozeme vypocitat ako sucet kinetickych energii jednotlivych castic, t. j.:

ET:%m1U%+%m2v§+ C+ mn Z:mZ v;
pricom hmotnost kazdej i-tej Castice sme oznaéili ako m; a jej rychlost wv;.
Ziskany vztah je vS8ak pre vypocet rotacnej energie rotujiceho telesa neprak-
ticky. Castice sa pohybuju réznymi rychlostami a dokonca aj réznymi smermi.
Ak si v8ak uvedomime, Ze ide o pohyb rotujuceho telesa okolo urcitej osi,
mozeme dany vztah velmi pekne upravit. Vyjadrime si rychlost kazdej ¢astice
pomocou uhlovej rychlosti, pomocou ktorej mozeme charakterizovat otacavy
pohyb, ako: v; = wr;. PouZitim spomenutého vztahu mézeme predosli rovnicu

upravit na
Zm,wn = (Zm, ) . (7.21)

Veli¢ina v zatvorke po poslednej tprave zalezi na rozlozeni hmoty telesa vzhla-
dom na ota¢anie. Pomenujeme ju moment zotrvacnosti telesa J vzhladom
na os ota¢ania a jeho jednotka je (kg/m?). Hodnota momentu zotrvacnosti tele-
sa zavisi od umiestnenia osi otdc¢ania a nezavisi od uhlovej rychlosti ota¢avého
pohybu. Dané tvrdenie plati aj vSeobecne. Pomocou definicie momentu zotr-

vacnosti

J = Z mir? (7.22)
i=1

ziskame z rovnice (7.21) pre vypocet rotaénej energie rotujiceho telesa
zjednoduSeny vztah:
1
E, = §Jw2 : (7.23)

V&imnime si podobnost rovnice (7.23) pre rotacnu energiu otacajtceho sa
tuhého telesa so vztahom: %m v% (7.20), ktory vyjadruje jeho kinetickt energiu
pri posuvnom pohybe. V oboch vztahoch sa vyskytuje faktor 1/2. Hmotnost
m vo vztahu pre kineticka energiu posuvného pohybu predstavuje “mieru zotr-
vacnosti”. V pripade otaCania sa vo vyraze pre E, objavuje moment zotrvacnos-
ti J, ktory tiez mozno chapat ako “mieru zotrvacnosti” telesa pri jeho rotécii.
V oboch vztahoch vystupuje druhd mocnina prislusnej rychlosti (rychlost po-
suvného pohybu wvp, prip. rychlost ota¢avého pohybu w). Obidva vyrazy
predstavuji rovnaky typ energie, liSia sa len spésobom zapisu v zévislosti od

pohybu telesa.



116 MECHANIKA TUHEHO TELESA

Vseobecny pohyb telesa v kazdom okamihu mozno popisat posuvnym pohy-
bom s rychlostou taziska vy a rotaciou s uhlovou rychlostou w okolo osi rotacie
telesa. Celkova kinetickd energia tuhého telesa sa di potom vyjadrit
ako sucet kinetickej energie posuvného pohybu a energie rotacného pohybu vo

vztahu:

1 1
E,. = Emv% + §Jw2 , (7.24)

kde m je hmotnost telesa a J moment zotrvacnosti telesa okolo rotaénej osi

pohybu v danom okamihu.

7.8 Moment zotrvac¢nosti

Vztahom (7.22) sme definovali moment zotrvacnosti tuhého telesa sklada-
jaceho sa z kone¢ného poctu hmotnych bodov. Ak chceme najst moment zotr-
vac¢nosti tuhého telesa ako je valec alebo koleso, rozdelime ho na hmotnostné
elementy (obr. 7.3), ktoré mozno charakterizovat fyzikalnymi veli¢inami: hus-
tota p;, objem AV; a hmotnost Am; = p; AV;. Vztah (7.22) potom nadobudne

tvar:

J = Zn:Am,-r? = Zn:p,-AV,-r? .
i=1 i=1

0s
rotacie

Obrazok 7.3: Rozdelenie telesa na hmotnostné elementy Am,; pri urceni jeho
momentu zotrvacnosti.

Dany vztah mozno zovSeobecnit na teleso, ak sumaciu nahradime inte-
graciou cez objem telesa a elementdrnu hmotnost umiestnent v objeme dV

budeme popisovat pomocou hustoty telesa p(r) ako funkciu r

J:/Vr2dm:/vp(r)r2dv, (7.25)
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kde r je kolmé vzdialenost elementu telesa dm od osi rotacie s vyuzitim dm =
pdV. Vypocet momentu zotrvaénosti telesa integralom (7.25) vzhladom na
niektort os moze byt aj pracnou zélezitostou. V pripade, Ze hustota telesa je
v celom objeme konstantné, a teleso mé ur¢iti priestorovii symetriu, vypocet

sa da zvladnut pomerne jednoducho.

7.8.1 Steinerova veta

V predchadzajucich odsekoch sme zaviedli pojem moment zotrvac¢nosti sis-
tavy hmotnych bodov, resp. tuhého telesa vzhladom na ista os, ktory mozno
vyratat pomocou vztahov (7.22), (7.25). Pri vypo¢te momentu zotrvaénos-
ti vzhladom na ina os ako méame vypocitané (obr. 7.4), je vyhodné pouZit
Steinerovu vetu, ktord hovori: moment zotrvac¢nosti J tuhého telesa
vzhl'adom na I'ubovol'ni os sa rovna momentu zotrvaénosti Jr toh-
to telesa vzhl'adom na os paralelnii s danou osou a prechadzajicu
taziskom telesa T plus sti¢in hmotnosti telesa a Stvorca vzdialenosti
d medzi tymito osami

J=Jr+md?®. (7.26)

Obrazok 7.4: Aplikacia Steinerovej vety.

Pre niektoré jednoduché homogénne telesa st momenty zotrvac¢nosti uve-
dené v nasledujucej tabulke a z definicie Steinerovej vety si mézeme prepoditat

ich momenty zotrva¢nosti vzhladom na Tubovolni os.

7.9 Pohybova rovnica telesa pri otac¢ani okolo osi

Teleso otacajuce sa okolo pevnej osi uhlovou rychlostou w méa rotac¢ni

energiu E, = 1/2.J w? (7.23). Ak na teleso nepdsobia vonkajsie sily, bude E,
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Tabulka 7.1: Momenty zotrva¢nosti jednoduchych homogénnych telies
Valec s hmotnostou m s polomerom r vzhladom
na geometricka os J = %mr2
Valec s hmotnostou m s polomerom r vzhladom
na obvodovia priamku J = % mr?
Ty¢ s hmotnostou m a dlzky [ zanedbatelného prierezu
vzhl'adom na os kolmt na ty¢: prechadzajucu J = %m 12
koncovym bodom tyce
Ty¢ s hmotnostou m a dlzky [ zanedbatelného prierezu
vzhl'adom na os kolmu na ty¢: prechadzajtcu stredom tyce | J = % ml?
Gula s hmotnostou m a polomerom r vzhladom
na os prechidzajucu jej stredom J = %mr2

konStantna a otacanie bude rovnomerné so stalou uhlovou rychlostou. Aby
nastala zmena uhlovej rychlosti, a tym aj rota¢nej energie, je treba posobenie
vonkajsich sil. Ich praca sa podobne ako v pripade posuvného pohybu bude

rovnat zmene rotacnej energie. Z tejto podmienky moéZzeme odvodit pohybova
rovnicu telesa konajiceho otacavy pohyb okolo pevnej osi.

Obrazok 7.5: Posobenie vonkajgej sily F spdsobujiicej zmenu rotacnej energie

Ako sme uz povedali v predoslych odsekoch, vSetky vonkajsie sily posobiace
na teleso moézeme nahradit pomocou superpozicie sil jednou silou F', ktorej

posobisko bude vzdialené vo vzdialenosti r od osi ota¢ania (obr. 7.5). Vysledny
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moment vonkajsich sil (4.7) modZzeme napisat potom ako
M=rF. (7.27)
Pri posunuti pdsobiska sily F' o dl, sila vykona elementarnu pracu
dW =Fdl=Frda=Mda, (7.28)

kde posunutie di predstavuje ¢ast drdhy po kruZnici s polomerom r: 7da.
Touto elementarnou pracou sa zmeni{ rotac¢né energia F, telesa o dE,. Po-
hybova energia telesa pri nehybnej polohe osi otacania zéavisi len od uhlovej
rychlosti. Teda jej zmena energie sa da vyjadrit ako: dFE, = Jwdw a té sa

musi rovnat vykonanej praci dW, ¢im dostaneme vyjadrenie:
Jwdw=Mda .

Ak delime tito rovnicu ¢asom dt, v ktorom nastéva elementarne pootocenie

telesa, dostaneme

dw da
Jw—=M —. 7.29
Yt a (7.29)

Podiel da/dt je rovny okamZitej uhlovej rychlosti a podiel dw/dt je zase rovny

uhlovému zrychleniu €, takZe dostavame
M=Je. (7.30)

To je pohybova rovnica telesa konajiceho otac¢avy pohyb okolo pevnej osi. Ho-
vori, Ze st¢in momentu zotrvacnosti telesa k osi rotacie a uhlového zrychlenia je
rovny momentu vSetkych vonkajsich sil vzhladom na pevni os rotécie. Pozoru-
jeme analdgiu s pohybovou rovnicou pre posuvny pohyb F' = ma. Hmotnost
telesa zastupuje moment zotrvacnosti, ktory prihliada k rozlozeniu hmotnosti
okolo osi rotacie, zrychlenie je tu vyjadrené uhlovym zrychlenim a momentom
sily, lebo ide o ota¢avy pohyb. Rovnica (7.30) plati len pre rotaciu okolo pevnej
osi.

Pri rotacii okolo pevnej osi ma vektor uhlovej rychlosti & v priestore sta-
ly smer a z pdsobiaceho momentu sa uplathuje zlozka M , ktord méa ta ista
orientéciu ako os rotécie. PretoZe moment zotrva¢nosti J vzhladom na pevnu
os v telese je konstanta, mézeme pohybova rovnicu (7.30) pisat aj vo vek-

torovom tvare

- . dd d(Jw@)  dL
M=Jé=J g =—0"=1" (7.31)
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Téato rovnica nie je ni¢ iné ako II. impulzova veta (7.19) aplikované na rotéaciu
telesa okolo pevnej osi. Prislusny moment hybnosti v danom pripade je uréeny
sucinom

L=J& (7.32)

a L je vektor, ktory lezi v osi rotécie.

7.9.1 Fyzikilne kyvadlo

Tuhé teleso, ktoré moze kmitat okolo pevnej vodorovnej osi neprechadza-
jucej jeho hmotnym stredom (taziskom) sa vola fyzikalne kyvadlo (obr. 7.6).
Vzdialenost taziska T od osi rotécie O nech je a a moment tiaZzovej sily vzhla-
dom na os O je M = —m ga sin a. Moment tiazovej sily pdsobi proti vychylke
a snazi sa priviest kyvadlo spéat do rovnovaznej polohy (preto ho piSeme so
zapornym znamienkom). Pohyb kyvadla sa da popisat pohybovou rovnicou
(7.30), ktora mé pre tento pripad tvar

M:JE:Jf—g:—mgasina, (7.33)

kde J je moment zotrva¢nosti k osi O.

Obrazok 7.6: Pésobenie tiazovej sily vo fyzikalnom kyvadle pri vychyleni o uhol
a okolo osi neprechadzajtcej taziskom.

Po tprave predoslej rovnice dostaneme
d?’a )
J@+mgasmoz:0, (7.34)
¢o je diferencidlna rovnica druhého radu s velmi komplikovanym rieSenim,

ktoré mozno napisat len v tvare nekone¢ného radu. RieSenie rovnice (7.34) sa
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vSak velmi zjednodusi, ak vezmeme do tvahy iba malé kmity kyvadla, t. j. pre
malé uhly «, ked mozno nahradit sin &« = a. Rovnicu méZeme potom pisat
ako

2
j—g twla=0, kde w?= (7.35)

a jej rieSenie mé jednoduchy tvar (presved¢ite sa dosadenim)

= sin(wt + ) , (7.36)

kde o, je amplitida uhlovej vychylky a ¢ je tzv. fazova konstanta, obe
hodnoty st urcené pociatoénymi podmienkami. Veli¢ina w uréuje kruhova

frekvenciu kmitov a periéda kmitov kyvadla (doba kmitu) T teda je

(7.37)

7.9.2 Matematické kyvadlo

Je to fiktivne kyvadlo, pricom jeho hmotnost je stustredend v hmotnom
bode zavesenom na nehmotnom zéavese dlzky [. Takyto hmotny bod s hmot-
nostou m pri svojom kmitavom pohybe ma moment zotrvacnosti J = ml?
(predpokladéame, Ze os otacania je v mieste uchytenia). Pre periodu kmitov

matematického kyvadla méZzeme podla (7.37) rovno napisat

m 2
”mg =27 \/7 (7.38)

Vidime, Ze peridda kmitov matematického kyvadla nezavisi od hmotnosti hmot-

ného bodu, ale len od dlzky zavesu. Redukovanou dlzkou fyzikalneho kyvadla
lyeq Tozumieme takia dlzku zévesu matematického kyvadla, ktoré by sa kyvalo
s rovnakou periddou ako fyzikalne kyvadlo. Porovnanim (7.37) a (7.38) zistime

7e: lpeq = J/ml.

7.9.3 Torzné kyvadlo

Pohyb torzného kyvadla sposobuja pruzné sily, ktoré vznikaji pri skricani
vlakna alebo tyce. Torzné kyvadlo méze byt realizované pomocou dosky upev-

nenej v jej strede na zvislom vlédkne (obr. 7.7). Z experimentov vyplyva, Ze
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stvis medzi momentom sil M , ktoré sposobuji otacavy pohyb okolo pevnej osi

a uhlom pootocenia « z rovnovaznej polohy je dany vztahom
M =—-Mya, (7.39)

My je torzna tuhost vlakna, ktora je urcena jeho elastickymi vlastnostami

a geometrickymi rozmermi. Pre moment sily stcasne plati pohybova rovnica

d2a

M=J—.
Jdt2

(7.40)

Porovnanim s rovnicou (7.39) a jednoduchou tpravou dostaneme pohybovt
rovnicu torzného kyvadla
d%a

12 +w?a =0, kde w = , (7.41)

v ktorej w? = My/J.

Obréazok 7.7: Znézornenie pohybu torzného kyvadla okolo zvislej osi 0. Ky-
vadlovy pohyb sa uskuto¢iuje vo vodorovnej rovine.

Riegenie pohybovej rovnice méze byt vyjadrené pomocou zavislosti
a = aypy, sin(wt+ o) , (7.42)

v ktorej a,, je amplitida uhlovej vychylky z rovnovéznej polohy. Hodnota
fazovej konstanty g zavisi od volby za¢iatku merania ¢asu. Z rovnice (7.42)

vyplyva, ze torzné kyvadlo vykonava periodicky pohyb s periédou pohybu

T=""c=271/2. (7.43)
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Vypoc¢tom je mozné ukézat, ze torzna tuhost pre vlakno kruhového prierezu

polomeru 7 a dlzky [ ma hodnotu

TGrd
20

kde G je modul pruznosti v Smyku materialu, z ktorého je vlakno zhotovené.

My = (7.44)

Modul pruZnosti v $myku G moéze byt uréeny meranim periédy torzného ky-
vadla. Pre jeho vypocet mozeme pouzit vztah, ktory dostaneme eliminéciou

torznej tuhosti My z predchadzajicich dvoch rovnic.

7.10 Pohyb valca po naklonenej rovine

Na priklade homogénneho telesa kruhového prierezu (valec, gula) ktoré
sa vali vplyvom svojej tiaze dole po naklonenej rovine si ukédZeme vypocet
zrychlenia taziska telesa ar a jeho rychlosti vy, ktorou sa pohybuje teleso po
prejdeni drahy s, ked v ¢ase t = 0s bolo v pokoji. Teleso ma polomer r

a hmotnost m, a naklonena rovina zviera uhol a s vodorovnou rovinou.

Obréazok 7.8: Teleso valiace sa po naklonenej rovine a sily, ktoré na neho
posobia.

Na obrazku 7.8 st znazornené sily, ktoré posobia na teleso: tiazova sila
1*:"@, reakcia podlozky F =, ktorej posobisko sme posunuli pozdlz jej vektorovej
priamky do stredu telesa a trecia sila .ﬁt posobiaca v mieste dotyku pod-
lozky a telesa. Pre zjednoduSenie budeme predpokladat, Ze hmotnost telesa
je rozlozena symetricky vzhladom na os rotacie, a teda tazisko splyva s geo-
metrickym stredom telesa. KedZe sa teleso dotyka podlozky nepatrnou plos-

kou, moZeme valivé trenie zanedbat. KedZe uvaZujeme o pohybe okolo osi
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prechédzajicej stredom telesa, budi momenty tiazovej sily F; a reakcie pod-
lozky F r rovné nule, a teda neprispievaju k urychlovaniu otac¢avého pohybu.
Roztacanie telesa proti smeru hodinovych rucic¢iek spésobuje vyhradne trecia
sila F;, ktorej rameno sily je r.

Sturadnicovii stistavu sme si zvolili tak, Ze os x je rovnobezna s naklonenou
rovinou a os y je kolm4 na naklonent rovinu. Podla vety o pohybe taZiska je

zrychlenie taziska dané pohybovou rovnicou (7.11)
F=mar, (7.45)

ktoru si mozeme rozpisat zvlast pre x-ova a y-ova zlozku

d2x

mar, =m-zg =y Fy = For — F, (7.46)
d2

mar, = m?sz =Y F, = Fon — Fr, (7.47)

kde z7 a yp predstavuju siradnice taziska telesa. KedZe pohyb telesa sa bude
uskutociiovat len v smere osi x a nie v smere kolmom na podlozku (y-ova os),

kde je tazisko v pokoji, mézeme rovnicu (7.47) polozit rovnt nule

d?yr .
W =0 takzZe FGN—FRZO 5 (748)
Cize
Fany =mgcos a=Fg. (7.49)
Dostali sme, Ze tlakové sila podlozky Fr poOsobiaca na teleso je rovnako
vel'ka ako normalova zlozka tiazovej sily Fgy. KedZe sily lezia na jednej priam-
ke, navzajom sa rugia. Vzhladom na to, Ze v prvej pohybovej rovnici st dve
nezname (ar; a F}), je potrebna este jedna pohybova rovnica, ktord stuvisi
s otaCavym pohybom telesa a momentom trecej sily vzhladom na os otacania,

ktoréd prechadza stredom ¢i uz valca alebo gule

o py (7.50)

Is:ZM:IT =

Ak sa bude teleso valit po naklonenej rovine bez Smykania, bude pre rychlost
taziska v kazdom okamihu platit

dz
vp = d—tT =wr. (7.51)
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Pre zrychlenie taziska potom dostavame

dup dw
ar = W = TE . (752)

Dosadenim tohto vyrazu do prvej pohybovej rovnice dostaneme

d
mrd—j:mg sin oo — Fy . (7.53)

Vyjadrenim trecej sily F; z tretej pohybovej rovnice (7.50) a dosadenim do

predchadzajtcej dostaneme

Ird
mrd—j:mg Sina—TTd—j, (7.54)
d I
mrd—j <m—77:2 + 1> =mg sin o (7.55)
a odtial vyuzitim rovnice (7.52) pre hladané zrychlenie dostavame
sin «
ar = 0% (7.56)
mr? +1

Vzhladom na to, Ze zrychlenie telesa je konStantné a teleso sa zac¢ina rozbiehat

z pokoja, bude vykonavat rovnomerne zrychleny pohyb pre drahu ktorého plati

1
s=gar t2. (7.57)

Odtial pre ¢as, za ktory prejde dradhu s mozeme pisat

t= \/g . (7.58)

Pre hladanu rychlost taziska telesa vy pohybujiceho sa z pokoja rovnomerne

zrychlenym pohybom po prejdeni drahy s potom plati

vr =art, (7.59)
2
v = ar é =+2sar, (7.60)
2sgsin «
v = 7.61
T It 1 ( )
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Ak teraz budeme uvazovat, Ze po naklonenej rovine sa vali valec (Ir, =
1/2mr?, v pripade gule by to bolo I, = 2/5mr?), pre hladané zrychlenie

taziska valca ap, a rychlost vy, dostavame

=_—gsina, (7.62)

2 i 4
WZ\/—sg sin « . (7.63)
2y V3

mrnr

Uy =

Z predchadzajucich vztahov je mozné vyjadrit velkost trecej sily Fy

F_ITaT_IT gsina  mgsin«
t— 2~ 2 Ir - mr2
r T +1 1+

mr? It

(7.64)

Z tohto vztahu vyplyva, Ze velkost trecej sily F; je menSia ako priemet tiazovej
sily do smeru naklonenej roviny Fgr, ktorej velkost je m g sin .. Preto sa
teleso bude valit dole naklonenou rovinou zrychlenym pohybom. Valivy pohyb
v8ak nastane iba v tom pripade, ak trecia sila bude mensia ako maximaélna

statické trecia sila, ¢ize
Fy, < psF, = pusmgcosa . (7.65)

Pre velky uhol sklonu naklonenej roviny moéze teda déjst k ¢iastoénému sklza-

vaniu telesa.



