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10 Kmitanie

S kmitavymi pohybmi sa stretavame vSade okolo nas. Niekedy je kmitanie Zia-
duce (chvenie v pripade hudobnych néastrojov), inokedy je neziaduce (napr.
kmitanie auta, pracky). Niekedy ho vnimame (chvenie struny, membrany
v telefonnom reproduktore, slichadle), inokedy si ho uvedomujeme velmi ma-
lo (kmitanie molekul vzduchu, ktoré prenésaju zvuk, kmitanie kremennych
krystalov v naramkovych hodinkach).

V redlnom svete je kmitanie zvycajne tlmené. Trecie sily a odpor prostredia
postupne premiefiaju mechanickii energiu na teplo, a tak sa pohyb postupne
zmensuje. Ak budeme energiu doplhat, nielenze zabranime stratam, ale za
ur¢itych podmienok sa moéZze vychylka pri kmitavom pohybe zva&Sovat (napr.
pohyb deti na hojdacke).

10.1 Harmonicky pohyb

Akykolvek pohyb, ktory sa opakuje v pravidelnych intervaloch sa nazyva
periodicky pohyb alebo kmitanie. Podla veli¢in, s ktorymi sa pri kmi-
tani stretavame, hovorime o kmitoch mechanickych, elektrickych atd. Pod
pojmom harmonicky oscilator budeme rozumiet kazdé volné zariadenie,
ktoré moze volne kmitat bez vonkajsieho posobenia, napriklad zéavazie za-
vesené na pruzine po vychyleni z rovnovéiznej polohy, fyzikalne kyvadlo pri
malych odchylkach a pod. Potom hovorime, Ze mechanické oscilatory vykonéa-
vaju kmitavy pohyb. Trajektoria kmitavého pohybu moze byt priamociara
aj krivociara, ale pohyb sa vzdy uskutoc¢iiuje po tej istej krivke (alebo aspon
jej Casti). Rovnovazna poloha predstavuje polohu, v ktorej su sily poso-
biace na oscildtor v rovnovéhe, t. j. ich vyslednica sa rovna nule. Je to
poloha, v ktorej by sa kmitajtci objekt nachadzal, keby bol v pokoji. Kmi-

tanie oscilatorov sposobuje bud sila pruznosti, ktord vznika pri deformacii
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pruziny alebo tiazova sila. (Predpokladame pri tom, ze nedochédza k trvalym
zmenam pruziny a pre deforméciu pruziny (prediZenie alebo stlagenie) plati
Hookov zékon (8.4) a deforméacia pruziny je priamotmernd posobiacej sile.) Na
ivod sa budeme venovat jednoduchym kmitavym pohybom po priamke. Tejto
poziadavke najlepsie vyhovuje kmitanie zévazia zaveseného na pruzine. Taky-
to oscilator sa nazyva pruzinovy oscilator (obr. 10.1). Najjednoduchsim
mechanickym oscilatorom, ktorého kmitanie spésobuje tiazové sila a pohyb sa
uskuto¢iuje po Casti kruznice je kyvadlo. V minulosti malo velky vyznam
ako zariadenie na meranie ¢asu (kyvadlové hodiny). Hlavnom ¢értou oscila-
tora je, ze po istom cCase sa dostane do rovnakej polohy, mé ta istu rychlost
a zrychlenie. Periodicky sa opakujicu ¢ast kmitavého pohybu nazyvame kmit,
polovicka kmitu je kyv. Charakteristické veli¢iny kmitavého pohybu st pe-
rioda (doba kmitu) T alebo frekvencia (kmitocet) f, s ktorymi sme sa
uz stretli v kinematike hmotného bodu. Peridéda predstavuje dobu, za ktortu
oscildtor prebehne jeden kmit a vrati sa do zvoleného pociatocného stavu.
Jednotkou periody je sekunda. Frekvencia sa rovna poc¢tu kmitov, ktoré pre-
behnii za jednu sekundu. Je teda prevratenou hodnotou periody a udava sa
v hertzoch! (Hz). Ak je mozné kmitavy pohyb matematicky popisat jednou
harmonickou funkciou, hovorime, Ze teleso vykonéva harmonicky kmitavy
pohyb. Ak na teleso bude posobit vysledna sila, ktora je priamotmerna jeho
vychylke pri pohybe po priamke budeme takito kmitajtcu sastavu oznacovat
netlmeny linearny harmonicky oscilator. V pripade priamociareho po-
hybu, kedy uz uvazujeme o odpore prostredia, hovorime o kmitajtcej stustave
ako o tlmenom lineArnom harmonickom oscilatore. Ak na takyto oscila-
tor bude posobit vonkajsia periodicka sila, hovorime o vyniatenych kmitoch.
Ak bude kmitanie prebiehat bez vplyvu vonkajsich sil, budeme hovorit o vlas-

tnych kmitoch.

10.1.1 Kinematika a dynamika kmitavého pohybu

Kym pruzina oscildtora nie je zatazena zavazim, ma dizku Iy (obr. 10.1).

Ked na pruzinu zavesime zavaZie, pruzina sa poésobenim tiaze G = m ¢ zavaZia

'HEINRICH HERTZ (1857 — 1894) nemecky fyzik a objavitel elektromagnetickych vin.
Existenciu elektromagnetickych vin dokézal odrazom, ohybom a lomom, podobne ako je to
pri zvukovych vlnach. Jeden vodi¢ (oscilator) rozkmital iskrovym vybojom a na vzdialenom
druhom (rezonatore) pozoroval preskakujuce iskry ako dokaz kmitania, dopadu elektromag-
netickej viny.
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predizi na dlzku [ = lo+Al, pri¢om sa pruzina deformuje (v inercialnej vztaznej
sustave maju tiaZova sila ﬁg, ktorou je zéavazie pritahované k Zemi a tiaZz é,
ktorou posobi zavazie na zaves, rovnaku velkost aj smer). V dosledku pruznosti
pruZiny vznikne sila ﬁp, ktorej velkost sa v zavislosti od predlZenia zvicsuje
a ktora ma opatny smer ako tiazova sila Fg. Jej velkost je F, = k(-
lo) = k Al, kde k je tuhost pruziny. Tuhost pruziny k = F,/Al zodpoveda
sile, ktora sposobi prediZenie o jeden meter. Sila F,, sa bude zvicSovat az do

okamihu, pokial nenastane rovnovazny stav, teda sily F a Fj, sa nevyrovnaju.

Obréazok 10.1: K vysvetleniu kmitania mechanického oscilatora.

Pri tomto stave pdsobia na zavaZie sily rovnako velké, ale opacne oriento-
vané. Zavazie sa ustali v rovnovaznej polohe O, do ktorej umiestnime zaciatok
vztaznej sustavy, v ktorej plati ﬁp = —ﬁg. Dalsim predizenim pruziny sa
rovnovaha porusi. Sila pruZnosti sa zvacsi, kym tiazova sila ostava konstant-

né. Vyslednica pdsobiacich sil bude posobit nahor smerom do rovnovaznej



152 KMITANIE

polohy. (To plati, ak predizenie smeruje nadol, v opa¢nom pripade stlacenia
pruziny nahor bude vyslednica sil smerovat nadol, ale opat do rovnovéaznej
polohy.) To znamené, Ze na oscilator v pripade akejkol'vek deformécie pruziny
bude posobit premenlivéa sila, ktord je pri¢inou kmitavého pohybu. Ak teda
vychylime zavaZie z rovnovaznej polohy v smere osi z a teleso uvolnime, sila
mu udeli zrychlenie a zavazie bude volne kmitat. OkamzZita poloha zavaZzia je
urcend stradnicou x, ktorti nazyvame okamzita vychylka. Okamzita vychyl-
ka vzhladom na rovnovaznu polohu dosahuje kladné aj zaporné hodnoty. Naj-
vacsia hodnota okamzitej vychylky sa nazyva amplitida vychylky x,,.

Pri okamzitej vychylke 2 bude posobit na oscilator celkova sila velkosti
F=Fs—F,=mg—kLk(Al+x). (10.1)
KedZe plati m g = k Al, je pri¢inou kmitania sila, ktorej priemet do osi z je
F=—-kzx. (10.2)

Mozeme teda konStatovat, Ze harmonicky pohyb mechanického oscilatora
je sposobeny silou F, ktora stile smeruje do rovnovaznej polohy a je pria-
moumerna okamzitej vychylke. KedZe uvaZujeme, Ze pohyb oscilatora nie
je ovplyviovany vonkaj$imi silami (pripadne ich vplyv moéZeme zanedbat),
mozeme jeho harmonicky pohyb povaZovat za vlastné kmitanie. (Vlastné
kmitanie oscilatora prebieha iba s istou uhlovou frekvenciou wg, ktora stvisi
s vlastnostami oscilatora.) Ststava pruzina + teleso na obrazku 10.1 sa nazyva
harmonicky, niekedy aj linearny harmonicky oscilator, ¢o znamena, Ze
sila je imern4 prvej (a nie inej) mocnine vychylky x.

Ak chceme riesit pohybovi rovnicu vlastného kmitania oscilatora, prepiSe-

me si ju do tvaru

d?z
Kratkou upravou dostaneme
d’z k&
— +—2x=0. 10.4
dt? + m? 0 (104)

Ked zavedieme substiticiu w3 = k/m, dostaneme rovnicu

d2
d—tf+w§x:0. (10.5)
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Dané rovnica (10.5) je linearnou diferencialnou rovnicou 2. radu. Jej sposob
rieSenia presahuje ramec tejto knihy, preto v dalSom kroku budeme pouZi-
vat zoveobecnené rieSenie pohybovej rovnice pre vlastné (netlmené) kmitanie

harmonického oscilatora, ktoré ma tvar
x(t) = @y, cos (wot+ @), (10.6)

kde = predstavuje okamzitd vychylku v cCase t, z,, je maximalna vychylka
(spodny index m znamena maximum) alebo aj amplitida kmitov, argument
(wot+¢) je faza kmitu a ¢ je fazova konstanta (alebo zaiato¢na faza kmi-
tavého pohybu v ¢ase t = 0s.) Mdze mat kladnt aj zaporni hodnotu a meria
sa v zvy€ajne v radianoch. Obidve konStanty x,, a ¢ vyplyvaju z po¢iato¢nych
podmienok a uréuju hodnotu vychylky na zaciatku pohybu (v ¢ase t = 0s).
KedZe funkcia kosinus v rovnici (10.6) sa meni medzi krajnymi hodnotami =+ 1,
vychylka 2(¢) sa bude menit medzi krajnymi hodnotami =+ z,,.

Vysvetlime si teraz fyzikdlny vyznam konStanty wg. Doba, za ktord sa
teleso dostane znova do tej istej polohy a nazyva sa periéda kmitov (7p).
Z toho vyplyva, Ze pre lubovolny ¢as ¢ musi platit x(t) = x(t + Tp). Pre
jednoduchost uvazujme ¢ = 0rad a zapracujme ttto tvahu do rovnice (10.6).

Nasledne dostavane
T cos(wpt) = T, cos(wy (t+ 1)) -

KedZe funkcia kosinus je periodicka s periédou 2w rad, z predchadzajice;j
rovnice dostéavame
WQt+27T:LUQ(t+T0) s

odtial
21 = wo T() .

Ak zakomponujeme do predchadzajiceho vztahu znamy vztah medzi pe-

riddou a frekvenciou a pouzita substiticiu z rovnice (10.5), dostavame

27 | k

Veli¢ina wq definované predchadzajicim vztahom sa nazyva uhlova frekven-

cia (tiez kruhova frekvencia) pohybu a jej jednotka v sastave SI je radian za

1

sekundu, fyzikalny rozmer je s~". Jednoduchy kmitavy pohyb je periodicky,
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priamocdiary a nerovnomerny. Vyuzitim predchadzajiceho vztahu moézeme vy-

jadrit periodu vlastnych kmitov netlmeného harmonického oscilatora

27 Im
To=—=2 — . 10.8
0 w0 m L ( )

Frekvencia netlmenych kmitov fy predstavuje pocet kmitov za jednotku
casu
foz%o:% . (10.9)

Zaujimavostou je, Ze frekvencia kmitania nijako nezavisi od toho, ako velmi
sme pruzinu natiahli, ¢iZze od velkosti amplitidy kmitov. Ako moZeme zo
vztahu (10.9) vidiet, zavisi len od hmotnosti kmitajiceho telesa a konstanty -
tuhosti pruziny.

V literattre sa taktiez mozeme stretniut s rieSenim pohybovej rovnice (10.5)
v tvare x = x, sin(wg t+), ¢o zodpoveda rovnici (10.6), ibaze hodnota fazove;
konstanty je posunutd o /2, ¢o vyplyva z vlastnosti funkcie sinus a kosinus.

Pre vyjadrenie rychlosti kmitavého pohybu vyuZijeme znalosti z kinematiky
hmotného bodu, kedy rychlost telesa pohybujiceho sa po priamke je dana ako

derivécia jeho polohy podla casu. MoéZeme teda pisat

_dz _
-2 -

Podobne, ako bol parameter z,, v rovnici (10.6) nazvany amplitadou, z pred-

v —Zpwosin(wot + @) = Ty wo cos(wot + ¢ + g) . (10.10)

chadzajicej rovnice vyplyva, Ze amplitida rychlosti je rovna v, = x,wg.
Zrychlenie kmitavého pohybu telesa uréime ako deriviciu rychlosti daného tele-

sa podla casu (pripadne druhu derivaciu vychylky podla ¢asu).

_d
Codt

2

a = — & wi cos(wot + @) = T wh cos(wot + @ +7) = —wix. (10.11)

Kladna veli¢ina x,, w% predstavuje v tomto pripade amplitidu zrychlenia a,,.
Za povsimnutie stoji, Ze rychlost predbieha vychylku vo faze o /2 a zrychlenie
predbieha vychylku vo faze o uhol 7 (obr. 10.2). Zo vztahu taktieZ vyplyva, ze
zrychlenie kmitavého pohybu je priamotmerné okamzitej vychylke a v kazdom
okamihu ma opa¢ny smer.

Z predchadzajtceho vztahu pre zrychlenie kmitavého pohybu a(t) = —w3 ()

a substittcie zavedenej v rovnici (10.5) dostavame

a(t)=——uz(t), kde — =uwj. (10.12)
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Zo vztahu vyplyva, Ze zrychlenie kmitajticeho telesa je imerné jeho vychylke
a mé opa¢né znamienko, pri¢om konstantou imernosti je druha mocnina uhlo-
vej frekvencie, ktoréd zas zavisi len od vlastnosti samotného oscilatora, t. j. od
jeho hmotnosti a tuhosti pruziny (tieto veli¢iny sa nazyvaja tiez aj parametre
oscilatora). Najviacsia kladna hodnota vychylky bude zodpovedat zépornému
zrychleniu s najvicSou velkostou a naopak. Ak bude vychylka nulova, zrych-

lenie bude taktiez nulové, avsak velkost rychlosti kmitavého pohybu v danom

okamihu bude maximaéalna.

(t, %)
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Obréazok 10.2: Analyza vlastnych kmitov harmonického pohybu pruzinového
oscilatora.

éasovy priebeh harmonického kmitania telesa je znazorneny na obr. 10.2.
Saradnicovi sustavu sme pre lepsiu analyzu pootocili o /2, takze kladny
smer osi & bude smerovat zvislo nadol. DetailnejSou analyzou ¢asovych zavis-
losti mozno usudit (obr. 10.3), Ze kmitavy pohyb moZno popisat rovnica-
mi z(t) = 0,065 cos(7,4t + 3,03) (okamzitt vychylku oscilatora predstavuju
Stvorceky) a v, = —7,4.0,064 sin(7,4t + 3,05) (okamzita rychlost je znéa-
zornena guldc¢kami), z ¢oho vyplyva, Ze amplitada kmitov je x,, = 0,065m,
uhlova, frekvencia kmitavého pohybu je wy = 7,4 rads~! a fazova konstanta
kmitavého pohybu je ¢ = 3,03 rad.

Aj v pripade tohto pohybu moZno v ktoromkol'vek okamihu uréit rychlost
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kmitavého pohybu v ¢ase t ako smernicu dotycnice ku grafu okamzitej vychylky
v danom bode (obr. 10.3 - v ¢ase t = 0,59 s ma smernica doty¢nice hodnotu
—0,411 m/s, ¢o zodpoveda rychlosti pohybu v danom case urcenej z tabulky:
v2(0,594s) = —0,411 m/s) a okamzitu vychylku v danom ¢asovom intervale
ako obsah plochy pod krivkou zéavislosti rychlosti od ¢asu (obr. 10.3 - ob-
sah vyznacenej plochy je 0,061 m, ¢o zodpoved4 zmene okamzitej vychylky vo
vyznadenom Casovom intervale At = t13 —t7 = 0,429s — 0,231s = 0,198 s:
Az = x13 —x7 = 0,062 m).
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Obrazok 10.3: Analyza rychlosti (gulocky) a vychylky (Stvorceky) harmonic-
kého pruzinového oscilétora.

Ako netlmeny harmonicky pohyb si s dostato¢nou presnostou mézeme pred-
stavit pohyb hmotnej gule zavesenej na vlakne zanedbatelnej hmotnosti oproti
guli po slabom vychyleni z rovnovaznej polohy (uvazujeme o vychylkach do 5°,
kedy sin @ =~ « (kde « je v radidnoch)). Takyto oscilator v idedlnom pripade
mozeme povazovat za matematické kyvadlo, s popisom ktorého sme sa uz stretli
v predchadzajucich kapitolach (7.9.2 Matematické kyvadlo). Ak bude uhlova
vychylka matematického kyvadla mala, mozeme ho povazovat za harmonicky
oscilator, podobny ststave pruzina-teleso. Ulohu tuhosti pruziny k tu bude

zohréavat veli¢ina m g/L. Pre periodu matematického kyvadla moézeme teda
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pouzit upraveny vztah (10.8)

m m L
Ty =9 —~—_9 - =9 —. 10.1
0 7”/1: W”mg/L W’/g (10.13)

Analyzou uhlovej vychylky 6 z rovnovaznej polohy (obr. 10.4) (pripadne
okamzitej vychylky v smere osi x) sa mozno dopracovat jednak k uhlove;
frekvencii kyvadla a nasledne k periode kmitov. Dany priebeh moZzeme popisat
rovnicou 6(t) = 0,111 cos(1,827¢ + 6,27) (pripadne pre okamzita vychylku
vo zvislom smere bude platit x(t) = 0,33 cos(1,827t¢ + 6,27)), z ¢oho vy-
plyva, Ze uhlova frekvencia kmitavého pohybu je wy = 1,827 rad/s a fazova
konstanta kmitavého pohybu je ¢ = 6,27rad. Z hodnoty uhlovej frekvencie
kmitavého pohybu kyvadla mozeme urdit periodu kmitavého pohybu, ktora je
To = 3,44s. (Ta modzeme odhadnat aj z grafu (obr. 10.4), ked dokazeme
od¢itat ¢as desiatich kmitov.) Odtial uz nie je problémom urcit zo vztahu
(10.13) aj hodnotu tiazového zrychlenia Zeme, ktoré pri dlzke daného kyvadla

L = 3m a z uréenych parametrov vychidza g = 10,01 m/s%.
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Obréazok 10.4: Analyza uhlovej vychylky matematického kyvadla.
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10.1.2 Premeny energie v mechanickom oscilatore

Aby sme mechanicky oscilator uviedli do kmitavého pohybu, musime ho
vychylit z rovnovaznej polohy. Ak teleso uvolnime, nadobudnuta potencial-
na energia natiahnutej pruziny sa premeni na kinetickt energiu kmitajuceho
telesa. Po prechode rovnovaznou polohou teleso za¢ne pruzinu stlacat (pri-
padne natahovat v zavislosti od poc¢iatoéného vychylenia) a kinetickd energia
pruziny sa meni na potencialnu energiu stladenej pruziny. Ked oscilator dosiah-
ne amplitidu vychylky je potencidlna energia pruznosti oscildtora najvacsia.
Potom sa oscilator vracia spat do rovnovaznej polohy, jeho okamzita vychylka
sa zmen§uje, no na druhej strane sa zvic¢suje rychlost zavazia a jeho kineticka
energia E}, je pri prechode rovnovaznou polohou najvécsia a rovné potencidlnej
energii pri najvicsej vychylke z rovnovaznej polohy. Po prechode rovnovéz-
nou polohou sa rychlost oscilatora bude opét zmenSovat, pruZina oscilatora
sa natahuje a zvacSuje sa jeho potencidlna energia. Ked oscilator dosiahne
amplitudu vychylky, bude rychlost zavazia, a teda aj kinetickd energia opéat
nulova. Pri harmonickom pohybe sa periodicky premienia potencidlna energia
oscilatora na kineticka a naopak. Celkova mechanické energia oscilatora je pri-
tom konStantna a v kazdom okamihu sa rovné stactu potencidlnej a kinetickej
energie.

Ak budeme uvazovat o netlmenom harmonickom pohybe, celkovd mechanic-
k4 energia v izolovanej siistave, v ktorej posobi iba konzervativna sila, je kons-
tantna a je rovné suctu kinetickej a potencialnej energie. V miestach s ma-
ximélnou vychylkou je rychlost oscilatora nulova (kinetickd energia je taktiez
nulova) a celkovad mechanické energia je rovna potencilnej energii, pre ktortu

plati:

0
1
E:Epmax:/ —kxdxzﬁkazfn. (10.14)
Im

Rovnaki hodnotu celkovej energie dostaneme, ked budeme analyzovat ki-
netickdl energiu, ktorda dosahuje maximélne hodnoty pri prechode oscilatora
rovnovéaznou polohou, pricom potencidlna energia je nulova. Po dosadeni maxi-
maélnej hodnoty rychlosti zo vztahu (10.10) do vztahu pre kineticka energiu

dostaneme

1
E:Ekmawzémv :—mnggnzékx?n. (10.15)
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Pre okamzité hodnoty kinetickej a potencidlnej energie plati

1 1
E, = §mv2 = Emwg x2 sin®(wot + ), (10.16)
Lo L, o o 1 2.2 2
E zikx :ik‘xmcos (wot—i—cp):EmwOa:mcos (wot+¢) . (10.17)

Mozno sa presveddit, Ze stucet okamzitych hodnot kinetickej a potencialne;j

energie harmonického oscilatora nezéavisi od ¢asu.

—_

Ecxn = Ex+E,= 5 mwd 22, (sin®(wo t + ¢) + cos®(wo t + ¢))
1 1
= §mw8xfn: 51{::137271 , (10.18)

pricom sme vyuzili, Ze pre kazdy uhol « plati

2

cos? a + sin?

a=1.
Ako z predchadzajiceho vztahu vyplyva, celkova mechanickd energia netl-
meného harmonického oscilatora je konsStantné a priamotmernd tuhosti pruzi-

ny a Stvorcu amplitady kmitov.

10.2 Tlmeny harmonicky oscilator a tlmené kmitanie

Predchadzajtuce tivahy boli robené za predpokladu, ze v priebehu harmo-
nického kmitania nepdsobia na oscilator Ziadne iné vplyvy. Za daného ideal-
neho predpokladu by sa amplitida vychylky nemenila a oscildtor by kmital
neobmedzene dlho. V skutocnosti vSak na oscilator posobia sily, ktoré si
pri¢inou premeny mechanickej energie na int formu energie, zviad¢sa na jeho
vnutornt energiu. To sa prejavi postupnym zmenSovanim amplitidy vychylky,
az postupne kmitanie zanikne. Tomuto procesu hovorime tlmené kmitanie.

Pri¢inou tlmeného kmitania oscildtora je najcastejsie trecia sila, ktora vzni-
k4 vzajomnym pdsobenim oscilatora a prostredia, v ktorom sa oscilator pohy-
buje. Ak je tlmenie oscilatora prilis velké, kmitanie nenastane a oscilator sa
po vychyleni vrati do rovnovéaznej polohy (aperiodicky pohyb).

V praxi, ked sa vyZaduje malé tlmenia, pri¢iny tlmenia sa obmedzuju,
a naopak, tam, kde je kmitanie neziaduce, tlmenie sa umelo zvi¢suje (napr.
tlmic¢e perovania v automobiloch, tlmenie pohybu ruci¢iek meracich pristrojov

a pod.).
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Vlastné kmitanie oscilatora je vzdy tlmené. Casovy priebeh tlmenia zavisi
jednak od vlastnosti oscilatora, ale aj od prostredia, v ktorom sa kmitanie
uskuto¢nuje. Tlmenie ovplyviiuje amplitidu vychylky aj periédu kmitania.
Tlmeny oscildtor ma véacsiu periédu kmitania ako rovnaky oscilator bez tlme-
nia.

Experimentéilne mdZzeme tlmeny kmitavy pohyb realizovat napriklad pono-
renim kmitajicej ststavy - harmonického oscilatora do viskéznej kvapaliny
(pripadne nechat oscilator kmitat dostato¢ne dlho na vzduchu). Predpok-
ladajme pri danom pohybe, Ze odpor prostredia je priamotmerny rychlosti
Fogp = —K'v , kde k' > 0. Sila odporu prostredia bude smerovat proti smeru
rychlosti, ¢o vyjadruje znamienko minus v pohybovej rovnici

d?z dx

- = — /_
mam kx —k T (10.19)

x[m]

x (1) =x, e

\/ \_//\"‘-—/ ]
VAU

x (t) =xDe"btcos (ot+a)

Obrazok 10.5: Tlmené harmonické kmity.

Ak pouzijeme substiticiu (vztah (10.7))

[k K
wy =1/ — a — =2b,
m m

pohybova rovnica prejde na tvar

a2 d
d—tf+2bd—j+w§x=o. (10.20)
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Konstantu b = % charakterizuje vplyv trenia a nazyva sa koeficient atlmu,
wp je vlastna uhlové frekvencia, t. j. uhlova frekvencia netlmeného harmonic-
kého oscilatora. Vgeobecné rieSenie predchadzajicej pohybovej rovnice ma
tvar

x=u1xpe lcos(wt+¢) . (10.21)

Uhlova frekvencia w je mensia, ako uhlova frekvencia pri netlmenom kmitani

wp tej istej ststavy a meni sa aj amplituda, ktord s ¢asom exponencialne klesé:
T = z0e 0t (10.22)

Priebeh kmitania a zmeny amplitidy je znézorneny na obrazku 10.5.

Prisne vzaté, nemdzeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat za periodicky
pohyb, pretoze kmitajiaci bod nedosiahne svoju pévodnu vychylku. Pohyb je
kvéziperiodicky a o peridde T mozeme hovorit iba ako o ¢asovom intervale, za
ktory hmotny bod prechadza rovnovaznou polohou.

Pre periédu tlmenych kmitov plati

2 2
2T LT (10.23)

pricom T > Ty, kde Ty predstavuje periodu vlastnych kmitov. Ak je tlmenie

T

malé, periéda kmitavého pohybu sa takmer rovné peridéde netlmenych kmitov
a predchadzajuci vztah sa zmeni na vztah (10.8). Pri zvicSovani tlmenia bude
aj peridda tlmenych kmitov narastat. Pre mechanickt energiu tlmeného oscilé-
tora bude platit, Ze sa s ¢asom zmensuje. Pre slabé tlmenie mozeme amplitudu

T, v rovnici (10.18) nahradit vyrazom (10.22) a ziskame tak zavislost
L, o
E(t) ~ 3 kxg exp(—20t) . (10.24)

Podiel amplitady dvoch po sebe nasledujicich maximéalnych vychyliek na

tu istd stranu nazyvame Gtlm a oznacujeme A, pricom plati

_zm() @0 e vt _ bT
= ot T) " meet G = e’ . (10.25)

Prirodzeny logaritmus ttlmu je logaritmicky dekrement atlmu § a vyuzijuc

predchadzajicu rovnicu mozeme pisat

§=InA=>bT. (10.26)
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Cim VA je logaritmicky koeficient utlmu, tym je potrebny mensi pocet kmitov
na urcité zniZenie amplitidy.

Na obrazku 10.6 je vykonana analyza tlmenych harmonickych kmitov ky-
vadla - lopticky zavesenej na vlakne. Ako aj v predchadzajiacom pripade netl-
meného pruzinového oscilatora, aj v tomto pripade si mézeme vSimnut fazovy
posun medzi okamzZitou vychylkou, rychlostou a zrychlenim kyvadla v danom

case.

]
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Obrazok 10.6: Analyza tlmenych kmitov harmonického pohybu kyvadla.

Analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit (obr. 10.7), Ze ide o tlmeny
harmonicky pohyb, kedZe amplitida okam?Zitej vychylky a rychlosti sa s asom
znizuje.

Okamzita vychylku tlmeného kmitavy pohyb mozno popisat rovnicou z(t) =
0,15 exp (—0,0215¢) cos (5,453 t—0, 137). Smernica doty¢nice ku grafu okamzi-
tej vychylky ma v ¢ase t = 1,12 s hodnotu 0,206 m/s. To zodpovedé okamzitej
rychlosti v smere osi x urcenej z tabulky: wv,(t = 1,122s) = 0,21 m/s.
Analyza rychlosti tlmeného harmonického oscilatora je v tomto pripade trochu
zlozitejsia, nakol'ko rychlost tlmeného kmitavého pohybu dostaneme, ked zderi-
vujeme vychylku kyvadla podla ¢asu, ktora v tomto pripade predstavuje zlo-

zenu funkciu (exp() cos()). TakZze dant matematickt funkciu musime derivo-
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vat ako su¢in. (Samotnt deriviciu ponechévame na ¢itatelovi.) Po zderivo-
vani vychylky (z(t)) tlmeného harmonického pohybu kyvadla v smere osi z
dostavame v, (t) = 0,15 (—0,0215) exp (—0,0215¢) cos(5,45¢ — 0,131) —
0,15 exp (—0,0215¢)5,45 sin (5,45t—0,131). (Vyjadrenie zrychlenia ponecha-

vame na samotnom ¢itatelovi, nakolko ide o dvojnasobnu derivaciu su¢inu.)
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Obrazok 10.7: Grafy zavislosti okamzitej vychylky tlmenych harmonickych
kmitov kyvadla (8tvorceky) a okamzitej rychlosti tlmenych harmonickych kmi-
tov kyvadla (gulocky) a analyza okamzitej vychylky kmitov.

Zo ziskanych vztahov pre vychylku a rychlost kmitavého pohybu vyplyva,
7ze amplitada kmitov je z,, = 0,15m, uhlova frekvencia kmitavého pohybu
je w = 5,45 rads™!, koeficient atlmu b = 0,0215s71 a fazova konStanta
kmitavého pohybu je ¢ ~ —0,14(—0, 13) rad.

Aj pri tomto pohybe je mozné v ktoromkolvek okamihu uré¢it vychylku
v danom ¢asovom intervale ako obsah plochy pod krivkou zavislosti rychlosti
od ¢asu (obr. 10.7 - obsah vyznacenej plochy je 0,142 m, ¢o zodpoveda zmene
okamzitej vychylky vo vyznatenom ¢asovom intervale At = t35—tor = 1,155 5—
0,891s =0,264s : Ax = x35 — o7 = 0,146 m — 0,004 m = 0,142m).

Vplyvom trenia pri kmitavom pohybe bude dochadzat k stratam mecha-
nickej energie, ktora sa meni na energiu tepelnt a pohyb bude postupne zanikat.

Ak chceme v kmitajticej ststave pohyb udrzat, musime ststave vhodnym
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sposobom dodavat energiu. Za istych podmienok je moZné dosiahnut, aby
vychylky oscilatora boli vacsie, ako samotné poc¢iatoéné amplitida kmitavého

pohybu.

10.3 Vyniteny kmitavy pohyb

V kazdom kmitajicom systéme posobia ur¢ité trecie sily a volné kmity
vyvolané v takomto systéme budi vzdy tlmené. Aby sme v systéme dosiahli
netlmené kmity, je potrebné kompenzovat energetické straty vyvolané trenim
pomocou vonkajsieho zdroja. Pod vynutenym kmitavym pohybom budeme
rozumiet taky pohyb, ktory nastane, ked na kmitajicu sustavu bude okrem sily
velkosti k z a odporovej sily prostredia bv pdsobit aj periodicka sila. MoZeme
si predstavit napriklad dieta na hojdacke, ktoré sa snazi hojdat jeho rodic¢
stojaci pred (za) nim periodickym dodavanim energie. Ak by rodi¢ postrka-
val hojdacku s frekvenciou rovnou vlastnej frekvencii hojdacky, dosiahol by
tak velké amplitady vychylky aj rychlosti. Ako moZno zo sktisenosti vieme,
je mozné naucit sa takto rozhojdat hojdacku metdédou pokus-omyl. Ak by
sme ju rozhojdavali s inou frekvenciou, bud vysSou alebo niZSou, amplitudy
vychylky a rychlosti by boli malé. Ak by hojdacku nerozhojdaval rodic, ale
dieta by sa hojdalo samé, pricom by sa udrziavalo stile kmitanie pravidelne
sa meniacim vnatornym parametrom - napr. kyvanim noéh, vtedy hovorime
o tzv. parametrickej rezonancii. Rezonancénéa frekvencia takéhoto mecha-
nizmu hojdania sa je dvojnasobné oproti vlastnej frekvencii hojdacky. Dalsou
zvlastnostou parametrickej rezonancie oproti vynutenym kmitom je to, Ze fiou
mozno zosilnit uz existujuce kmity, ale nemozno sa hou rozhojdat z tplného
pokoja.

Uvazujme teraz o tom, Ze Casova zavislost vynucujtcej sily méa tvar F, =
Fy cos(Q2t), kde Fy je amplituda posobiacej sily a Q je jej kruhova frekvencia.
Pod vplyvom takejto sily vzniknt v systéme kmity, ktoré nazyvame vynttené.

Vyslednicu sil pésobiacich na teleso hmotnosti m méZzeme zapisat v tvare
, dx
F=—-kx—k E+FO cos (Qt) . (10.27)

Pohybové rovnica ma pre vynateny kmitavy pohyb tvar

A2z

m :—kx—k’%—kFocos(Qt) , (10.28)
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¢o modzeme s vyuzitim substittcie prepisat do tvaru

d? d
d—;—l—Zbd—f—l—wg:E:fo cos (Qt) (10.29)

kde fo = Fo/m a b a wp maju ten isty vyznam, ako pri tlmenom kmitavom
pohybe. Od predchédzajticich pohybovych rovnic sa tato rovnica lisi tym, Ze
jej prava strana sa nerovné nule a v matematike ju pozname pod pojmom dife-
rencidlna rovnica druhého radu s konstantnymi koeficientami a pravou stranou.

V&eobecné rieSenie danej pohybovej rovnice mé tvar
x=xge ! cos(wt+ ) + B cos(Qt +a) . (10.30)

Z rovnice vyplyva, Ze ak vonkajSia periodicka sila bude pdsobit na teleso
dostatoc¢ne dlhy ¢as, ststava bude konat len vynitené harmonické kmity s am-
plitadou B a frekvenciou rovnajicou sa frekvencii vynucujucej sily, pri¢om faza
vyniutenych kmitov bude posunuté o uhol « vzhladom na vonkajsiu pdsobia-
cu silu, kedze prvy ¢len rovnice exponencidlne zanikd. V ustilenom stave je

rieSenie kmitajiceho systému s vonkajsou silou F,, = Fj cos (2 t) dané vztahom
x=DBcos(Qt+a) . (10.31)

Pre amplitadu vynatenych kmitov plati
Fy

B = .
m\/(w3—92)2+46292

(10.32)

Ako z predchadzajiceho vztahu vyplyva, amplitada vynitenych kmitov
bude zavisiet od amplitudy vynucujicej sily Fp, ale aj od vztahu medzi vlast-
nou frekvenciou kmitajiceho systému wg a vynucujacou frekvenciou 2. Naj-
vacgia hodnota amplitidy B sa dosiahne, ked sa obe frekvencie budu rovnat,
t. j. wo = . Dany jav sa nazyva rezonancia. Kmity s maximélnou am-
plitidou sa nazyvaju rezonanéné kmity a frekvencia, pri ktorej dochadza
k takymto kmitom sa nazyva rezonanc¢na frekvencia amplitidy. Rezo-
nan¢ni frekvenciu je mozné urcit z podmienky extrému funkcie B(2). Ako si
mozeme v8imnit, rezonancné frekvencia nezavisi od velkosti tlmenia. Maxi-

malna hodnota amplitidy B je vyjadrena

Foy
2mbQ

B = (10.33)
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Vsetky mechanické sistavy vykazuju jednu alebo viacero vlastnych frekven-
cii. Ked na ne bude posobit velka vonkajsia sila s frekvenciou blizkou jednej
z vlastnych frekvencii ststavy, mézu vznikajice vynutené kmity sposobit me-
chanické porusenie. Mechanické rezonancie moézu mat velké negativne acinky.
Uz posobenim malej sily moze dojst k velkym amplitidam kmitov, pri¢om
sa moze porusit pevnost materidlov, mostov, ¢o modze spdsobit ich deStruk-
ciu (obr. 10.8). Preto musia aj letecki konstruktéri zaistit, aby sa vlastna
frekvencia kridel lisila od frekvencie piestov pri otackach motora pocas letu.

V roku 1940 postavili v State Washington visuty most cez Tacomski Gzinu,
ktory otvorili 1.7. Vietor, ktory sa opieral do mosta, spésoboval nekontrolo-

vatelné vlnenie vozovky. 7.11. dosiahla sila vetra rychlost 70 km/hod a to

sposobilo také silné kratenie mosta, ze to most nevydrzal a zritil sa do rieky.

Obrazok 10.8: Most Tacoma Narrows Bridge v kratkych okamihoch za sebou
pocas fukania vetra a silného kratenia mosta.

10.4 Skladanie kmitov

Vysledny kmitavy pohyb moze byt niekedy vytvoreny zlozenim réznych
pohybov v réznych smeroch. V zavere tejto Casti si popiSeme dva Specialne

pripady z mnoZstva pohybov - rovnobezné a kolmé kmity.

Skladanie rovnobeznych kmitov

Rovnobezné kmity vznikaji zloZenim dvoch kmitov rovnakej amplitidy, ale
roznej (pritom blizkej) frekvencie, ak sa pohyb uskuto¢nuje v rovnakom smere.
Pre jednoduchost budeme uvazovat kmitavé pohyby s rovnakymi amplitidami

xo a fazovymi konStantami pohybu ¢, pricom uhlova frekvencia prvého kmi-
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tania je wy a druhého wsy. Potom pre okamzité vychylky z rovnovaznych poléh
pohybov plati:
x1 =xg cos (wit+ ) , (10.34)

X9 = g cos (wat + @) . (10.35)

Vyuzitim vlastnosti goniometrickych funkcii pre vychylku vysledného po-

hybu z zloZeného z dvoch kmitavych pohybov x1 a 23 (x = 21 +1x2) dostaneme:

x = xzpcos(wit+ @)+ xgcos(wat+ )

= 2008 <w1 ;w2 t) cos <w1 ;w2 t+ go) , (10.36)

pricom sme vyuzili znamy vztah z trigonometrie

cos (@) + cos () = 2 cos <0‘2;5> cos (O“;ﬂ> .

Prva Cast vysledného vztahu (10.36) sa meni ovela pomalsie a charakterizuje
amplitidu pohybu a druhé ¢ast predstavuje fazu pohybu. Preto vysledny
pohyb méZzeme chapat ako kmitanie s uhlovou frekvenciou (w;4ws)/2 a pomaly

sa meniacou amplitidou. Priebeh kmitania je znazorneny na obrazku 10.9.
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Obrazok 10.9: Vznik razov.

Vysledna amplitiida kmitavého pohybu je kladné &islo a plati pre nu

2 20 COS (wl ;’J? t> ‘ . (10.37)

At) =




168 KMITANIE

Uhlova frekvencia vysledného pohybu bude mat tvar

L witw A a(T4+TD)

= = = ) 10.38
“ 2 2 T Ty (10.38)
Pre periddu vysledného pohybu mozeme teda pisat:
2 2 4 2T T
T=2T__2T T2t (10.39)

w %_w1+UJ2_T1+T2'

Amplitada vysledného pohybu (10.37) sa s ¢asom meni periodicky, pri¢om plati
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Obrézok 10.10: Analyza kmitov spriahnutych kyvadiel a vznik razov.

KedZe za jednu periédu zmeny amplittady vznikni dve zosilnenia a dve zoslabe-

nia, t. j. razy, pre peridédu rézov plati:

T _ 1 2r  Ta 2w B 2 B 1
’ frowe 2 |wi—we| 20 (|fi— fa])  [fi— fo
1 5
— — . 10.41
1 1 Ty — 11| ( )
T T T

Pre vyslednu frekvenciu razov méZzeme teda pisat:

fr=1fa= Al . (10.42)
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Skladanie kolmych kmitov

Budeme uvazovat hmotny bod, ktory moze vykonavat kmitavé pohyby na
osi z a osi y. Pohyb za¢neme skumat v ¢ase, kedy fazova konStanta prvého
z pohybov je nulova a budeme pre jednoduchost uvazovat skladanie kolmych
kmitov rovnakej frekvencie, roznej amplitudy a fazy. Pre jednotlivé kmity
plati:

x=Acoswt, y=DBcos(wt+p) . (10.43)

Vyuzitim suc¢tovych vzorcov pre funkciu cos (wt + ¢) a elementarnych matema-

tickych aprav pre sicet kolmych kmitov x 4+ y dostaneme

:1:_2+y_2_2xy
A2 B2 AB

Dané rovnica predstavuje v8eobecny tvar rovnice elipsy, ktorj vlastnosti urcéuje

cos = sin® p . (10.44)

fazovy posun ¢. Podla toho, akii ma hodnotu, vznikaju niektoré Speciilne

pripady:
a) Ak fazovy rozdiel bude ¢ = 0, potom trajektoria je rovnicou priamky.

(%_%)220 :>y:§x. (10.45)

Kmitajuci bod sa bude pohybovat po tsecke prechadzajtcej pociatkom sirad-

nic vo vzdialenosti od pociatku

r=v22+1y2 = VA2 + B2 coswt . (10.46)
b) Ak fazovy rozdiel bude ¢ = =+ 7, rovnica 10.44 bude mat tvar

<x+£)2:0 =B (10.47)

A B A

a pohyb sa bude uskuto¢novat opét po priamke zobrazenej na obr. 10.11.
c) Ak bude fazovy rozdiel je ¢ = 4+ m/2, rovnica 10.44 bude popisovat elipsu,
ktorej polosi maju velkosti A a B (obr. 10.11).

2 2
% + % —1. (10.48)
Ak ¢ = +7/2 (—m/2), pohyb sa bude uskutociiovat v smere (proti smeru)
pohybu hodinovych ruc¢iciek. Pri rovnosti A = B prejde elipsa na kruznicu.
Ak frekvencie w skladanych kolmych kmitov nebudt rovnaké a pomer

frekvencii wy,we sa da vyjadrit ako podiel prirodzenych &isel (1:2,1:3,2: 3),
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pre rozne hodnoty fazového rozdielu (0,7/2,7) sa vysledny pohyb bude usku-
tochovat po krivkach, ktoré nazyvame Lissajousove krivky. Priklady Lis-

sajousovych kriviek st na obrazku 10.12.

¢ = o=m/2 ¢p=m
Obrazok 10.12: Lissajousove krivky pri vhodnych pomeroch uhlovych frekven-
cii.



