KMITY SPRIAHNUTYCH KYVADIEL

NajjednoduchSim periodickym kmitavym pohybom jeytajri ktorom sa hmotny bod pohybuje po
priamke. Kmitajuci bod volame linearnym oscilatordomearny oscilator napr. tvori zavazie zaveseaé n
pruzine alebo kyvadlo. Pohyb linedrneho oscildfenayjadreny rovnicou

E, = ky,

ak sme saradnicovu os y polozili na priamku, padjtsa hmotny bod (teleso) pohybuje.j& va’kos’ sily
pruznosti (riadi pohyb, preto sa vola aj riadiacalebo direknou silou), y je vychylka, konStanta

k charakterizuje pruznu vazbu telesa. Uvedenu oovniéZeme na zaklade Newtenovho pohybového zakona
upravt’:

d?y
By=maga =k
d?t k
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Z fyzikélneho dévodu sme poloZili k/ma#. w je uhlovéa frekvencia a ma rozmét. Fejto rovnici vyhovuje
rieSenie

y = Asin(wt + ¢y),

kde A je amplituda vychylky (naje¢dia vychylka oscilatora — hmotného bodu — z rovidoeg polohy),p,
z&iatotna faza (hodnota fazy oscilatora naiatku paitaniacasu), t¢as. Ak teleso (hmotny bod) kmita po
priamke tak, Ze vychylka je sinusovou (kosinusovankciou¢asu, potom kona harmonicky pohyb a vola
saharmonicky oscilator.

Kedy nebolo odporu prostredia, v ktorom teleso &nmainedokonaldsmaterialu pruziny, vykonavalo
by kmity netimené. Aj vo vakuu pri kazdom cykle cglkova energia oscilatora zmen3uje o hodnotuaktor
sa spotrebuje na prekonanie vnutorného trenia enméit pruziny. Celkovd energia oscildtora postupne
klesa, v désledktoho nastava postupné zmensovanie amplitudy vychgidksa teleso zastavi v rovnovaznej
polohe. Teleso vykonava timeny kmitavy pohyb.

Ked’ chceme kmitavy pohyb oscilatora udiZzenusime z vonkajSieho zdroja dodéemergiu, ktoru
oscilator pri kazdom cykle strati. VonkajSia sildak nemdZe hy konStantna, pretoZze celkova praca
konstantnej sily sa gas jedného cyklu rovna nule. Vonkajsia sila budgapayklu koné pracu len vtedy,
ked meni svoj smer tak, aby podsobila vzdy v smere polyscilatora. Najjednoduchsi pripad nastané, ke
vonkajSia sila ma priebeh sinusovy:

F, = Fysinflt,

kde F, je amplituda sily a2 uhlova frekvencia. K& su kmity oscilatora vdladom nacasovy priebeh
vonkajSej sily oneskorené o 1/4 periody, & ked sila rovnaku frekvenciu ako oscilator, pésairikajSia
sila v smere pohybu oscilatora, ako je to zrejrobrz 3.1.

Kmitavy pohyb, ktory méze oscilator vplyvom vonkgjjSily kona 'ubovd’ne dlho, sa volautenym
kmitavym pohybom. ak m& budiaca sila rovnakd frekvenciu ako vlastméitk oscilatora, nastava
rezonancia. Ké& budiaca sila nemé tato frekvenciu, kon& sice asxilnutené kmity v rytme budiacej sily,
ale jej ®innog’ je menSia ako pri rezonancii.

VonkajSia periodicka sila méze thagdvod vinom oscilatore, ktory na prvy nejakym spdom
pbsobi. Takeé oscilatory voldme spriahnutymi alelaaanymi.
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Obrl3 Obr. 3.2

Budeme skimadva rovnaké oscilatory (fyzikalne kyvadla), ktosé@ spriahnuté vazbou, realizovanou
elastickou Spiralou (elasticka véazba). Vybimg oscilator 1 z rovnovaznej polohy, kym 2 podramjeho
rovnovaznej polohe a potom oba inione (obr. 3.3c). Amplitida vychylky oscilatora B sd&ne
zmenSovg, lebo ¢ag’ jeho energie sa vazbou prenesie na oscilator @y kta&ne kmita’ s postupne
narastajucou amplitidou vychylky. PrenaSanie eaergiscilatora 1 na oscilator 2 pokuge a trva tak dlho,

aZz sa oscilator 1 zastavi v rovnovaznej polohecdabsr 2 kmita s takmer rovnakou amplitidou vydiyyl
ako oscilator 1 na Zatku pokusu. V tom okamihu je pohybovy stav ogoildv prave opé&y ako povodny
stav a dej sa opakuje pri zmenenych Ulohach osoilét Tak prechadza energia z jedného oscilatora na
druhy a vplyvom timenia sa mechanicka energia asgibv postupne zmensuje, ako to vidno na obr.ria2,
ktorom je znazornena zavistogychyliek oscilatorov odasu.
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Obr. 3.3

V spriahnutych oscilatoroctdochadza k rdzom iked obidva maju rovnakd periédu, teda uhlova
frekvenciu. Razy nevznikaju rozladenim oscilatorale ich vazbou¢o mozno experimentalne ovérked
menime tesnagsvazby.Cim je vazba tesnejdia, tym rychlejSie sa prenagagen z oscilatora na oscilator
a tym su razyastejSie.

K rdzom a k vymene energie nedochadza iba vtedy, d@dva oscilatory vychylime na &Gatku
rovnako v jednom smere (obr. 3.3a) alebo symetrickypanom smere (obr. 3.3b). Kmity, ktoré v tomto
pripade oscilatory konaju, volame zakladnymi kmismiiahnutych oscilatorov.

Ked’ su oscilatory rozladené, t. j. maju napriklad bihmotnos, r6zne tuhu vlastna vazbu, nastane
tiezZ vymena energie, ale tak, Ze oscilator, kterprv vychyleny z rovnovaznej polohy, budetmajmensiu
amplitddu vychylky odliSna od nuly a nulovi hodnatosahuje len amplitida vychylky toho oscilatora,
ktory je na zaiatku v pokoji.



Opisané experimenty vysvetlime teraz teoretickyang§me pohyb dvoch harmonickych netimenych
oscilatorov, ktoré su z fyzikalnehd'ddiska presne rovnak®alej predpokladajme, Ze timenie v loZiskach
a odpor vzduchu su zaneddat®. Kel' nie je medzi oscilatormi véazba, platia pre obaneké ohybové
rovnice:

d?y, d?y,

m— = —k , m—=-=—k )
dt2 V1 dt2 V2

kde m st hmotnosti kmitajucich oscilatorov, stradnicpriamke, po ktorych sa hmotné body pohybuju
ozna&ime y,, Y,. Z&iatky suradnicy; = 0, Yy, = 0 volime tak, aby odpovedali rovhovaZznym poloham
oscilatorov. Obidva oscilatory vykonavaju fadivedenych rovnic harmonické kmity s uhlovou fegiaiou

w = 4/ k/m , ktoru voldmevlastna frekvenciaoscilatorov. K& medzi oscilatory vioZime vazbu, prejavi sa
tym, Ze oscilatory na seba pdsobia rovnakikymi, ale op&nymi silamiF; = - F, , ktoré s Uumerné
rozdielu vychyliek oscilatorov (takejto vazbe tolidavorime pruzna vazbay; = ki (y1— ¥»). Pre oscilatory
spojené vazbou dostaneme potom pohybové rovnice

d*y,
mﬁ = —ky, — ki(1 — ¥2),
(3.2)
d*y,
m dt2 =—ky, — ki(y1 — ¥2)-

KonsStantak, je tuhog vazby medzi oscilatormi. budeme riegiito sustavu diferencialnych rovnic
tak, ze ich &itame a oditame:

d*(y1 + y2)
%=—k1()’1+ y2),

dZ —
m IR — (k4 2k;)(yy — 32).

. . . . L . . . k k+2k Z
Tieto rovnice su rovnice harmonickych kmitov s frekRciamiw, = f; aw, = / — L, ktoré sa

skladaju. Frekvencie;, w, suzakladné frekvencie spriahnutych oscilatorovAk vykoname substitaciu
X1 =Yy1 + Yy, ax, = y; — y,, dostaneme

d?x; 2 d*xp _ 2
acz W1 az W22
ktorych vSeobecné rieSenia su
X, = Bysinw,t + Bycosw1t, X, = C1sinw,t + Ccosw,t.

Pre Wadané vychylky potom plati

1
=y (Bysinwqt + Bycosw t + Cysinw,t + Cycoswyt),

(3.2)

1
Y2=35 (Bysinw,t + Bycosw t + Cysinw,t + C,cosw,t).



Integra&né konStanty B B,, C;, G, uréime zo za&iatocnych podmienok. \tase r = 0 nech su oscilatory

v pokoji, kedy ich rychlost% = % = 0. Vypogitame derivéciéj% a-— %, ktoré sa rovnaju nule. Z tejto

podmienky dostaneme
B,=C, =0 (3.3)

a)Uvazujeme, Ze sase t=0, vychylime oscilatory do hodnoty = y, = A. Potom z rovnice (3.2) pri
uvézeni (3.3) dostaneme

Bz - 2A CZ == O
a pre vychylky oscilatorov v tomto pripade plati
V, =Yy, = Acoswqt (3.4)

Oscilatory kmitaju suhlasne s vlastnou frekvencigu

b) UvaZujeme, Ze vase t=0, vychylime oscilatory na @p& strany tak, Zg; = —y, = A. Potom
z rovnic (3.2) pri uvazeni (3.3) dostaneme

BZ == O Cz == ZA

a pre vychylky jednotlivych oscilatorov plati

Y1 = A cosw,t Yy, = —Acosw,t 5B.

Obidva oscilatory kmitaju s rovnakou uhlovou freRgmu w, (druhou zakladnou frekvenciou), ale su
fazovo posunuté o.

¢) Nechajme jeden oscilator naizdku v rovnovaznej polohe a druhy vydhye o A, teda ¥ase t=0
budey, = 0,y, = A. Potom z rovnic (3.2) pri podmienke (3.3) dostamem

Vychylky pre jednotlivé oscilatory maju teraz tvar

n=y (cosw t — cosw,t),

(3.6)
A
Y2 =75 (coswqt + cosw,t),
ale po Uprave
Wy_W w, +w
y, = Asin 2= Lt sin—= 1t,
2 2
(3.7)
Wy — Wq W, + wq
=A t
Vs cos > cos >
PouZime ozngnie
Wy—w Wt W —
2 71— Wy 21 -0 (3.8)

2 2
potom

Y, = Asinwgtsinwt, y, = Acoswgtcoswt.



Alebo
v, = Ao (t)sinwt, vy, = By(t)coswt,

kde (3.9
Ay(t) = Asinwgt, By (t) = Acoswyt.

VSeobecne su to zloZité neharmonické kmitavé pohimsju vSak jednoduchy fyzikalny vyznam,dkée
rozdiel frekvenciiw,; — w, = Aw ve'mi maly, ¢o pri viazanych oscilatoroch predstavuje slabu wazb
k, < k. Mame teda tieto predpoklady

Wy = Wy, Aw K wq, Wy - wo K . (3.10)

Vysledné kmitanie kazdého oscilatora mdéZzeme powaZea sinusové s vysokou frekvenciau, ktorého
amplitida vychylkyAq(t), resp. Bo(t) nie je konstantnd, ale sa pomaly meni medzi naldus nizkou
frekvenciouw,. Vznikaju teda razy. Vysledné kmitanie kazdéhoildsmra ma periédd” = 2n/w a jeho
amplitida vychylky sa meni sRleu periddol, = n/w,. PretoZze amplitida vychylky prvého oscilatora sa
meni s funkciosinw,t a amplitdda vychylky druhého oscilatora ako fuakgiswyt, minimum amplitidy

vychylky prvého oscilatora je v okamiu maximalngghiylky druhého oscilatora.
kq
ki+k'
zakladnych frekvencii spriahnutych osciladtoray, w, a zakladnych periéd; T, mbézeme ho vyjadfi
nasledovne

Pre vystihnutie sily vazby uZivame pomkr= ktory sa volastupiiom vazby. Pomocou

2_,2 2_m2
_ wr3—wi _T{-T; (3 11)
T witw?’ T oT2472 !
2TwWy 1712

alebo pomocou periody kmitov kazdého oscilatora a perid@lyrazov €i frekvenciiw, a®)

_ 2wed _4TT,
C wjte?’ T argeT?”

(3.12)

Analogické periodické fyzikdlne procesy. s akymiesma stretli pri mechanickych oscilatoroch,
mozno pozorova aj Vv elektrickych obvodoch, pri vzajomnej premeeeergie elektrickej na energiu
magnetickl a pod. Zariadenia, v ktorych sa periadliprocesy tohto druhy realizujd, mozno adtiaako
elektrické, resp. elektromagnetické oscilatory. lekteickymi spriahnutymi rezon&nymi okruhmi sa
stretdvame vo vSetkych rozhlasovych vysietd a prijim&och a mnohycld’alSich zariadeniach.

Presné vySetrenie spriahnutych oscilatorov — akgidlek, aj spriahnutych elektrickych obvodov,
vychédza zo sustavy Lagrangeovych rovnic Il. drifre. &ely fyzikdlneho praktika v I. fmiku vyst&ime
s uvedenym vykladom.



