ZILINSKA UNIVERZITA V ZILINE

Fakulta elektrotechniky
a informacnych technologii

Al

NAVODY
K LABORATORNYM
CVICENIAM 1

Gabriela Tarjanyiova, Tomas Mizera

Zilinskd/univerzita v Ziline
EDIS-vydavatelstvo UNIZA
2023



ZILINSKA UNIVERZITA V ZILINE

Fakulta elektrotechniky a informac¢nych technoldgii

RNDr. Gabriela Tarjanyiova, PhD., Ing. Tomas Mizera, PhD.

NAVODY K LABORATORNYM
CVICENIAM 1

Zilinska univerzita v Ziline
EDIS-vydavatel'stvo UNIZA
2023



Vydanie tejto publikacie bolo finanéne podporené projektom KEGA ¢&. 023ZU-4/2021:
Rozvoj intelektualnych spdsobilosti a manualnych zruénosti v STEM vzdelavani.

Recenzenti prof. Mgr. Ivan Martin¢ek, PhD.
RNDr. Zuzana Gibova, PhD.

© Gabriela Tarjanyiova, Tomas Mizera, 2023

ISBN 978-80-554-2044-8



SKUMANIE VLASTNOSTIi PRUZNEJ DEFORMACIE

Ulohy

>

Uréenie modulu pruZnosti v tahu z priehybu tyée

B. Urcenie modulu pruznosti v Smyku statickou metodou

C. Uréenie modulu pruznosti v Smyku dynamickou metodou s pouZitim
torzného kyvadla

Teoreticky uvod

Uginkom vonkajsich sil na teleso méZe nastat zmena pohybového stavu telesa alebo
deformdcia telesa. Pevné teleso, v ktorom sa mdzu vzajomné vzdialenosti jeho Casti menit
ucinkom vonkajsich sil, nazyvame deformovatelné. Medzi hmotnymi elementami (atémami,
molekulami alebo iébnmi v kryStalickej mriezke) pdsobia pritaZlivé a odpudivé sily. Ak na teleso
nepdsobia vonkajsie sily, tak vnatorné pritazlivé a odpudivé sily st v rovnovahe. Ak na teleso
za¢nu pOsobit vonkajsie sily a teleso ostava v pokoji, teleso sa méze deformovat. Zmena tvaru
pevného telesa, jeho objemu alebo obidvoch vlastnosti sicasne zapri€inenda Gcinkom
vonkajsich sil sa nazyva deformacia telesa. Podla toho ako sa spravaju telesa pri deformacii,
rozdelujeme deformdciu na pruznu (elastickd) a tvarnu (plastickd). Pruzna deformacia je typ
deformacie telesa, pri ktorej teleso nadobudne pévodny tvar v okamihu, ked na teleso
prestanu pdsobit vonkajsie sily. Vlastnost telies obnovovat svoje rozmery, tvar a objem sa
nazyva pruznost (napriklad malé predizenie pruziny). Typ deformécie telesa, ktora zostava aj
potom, ako prestanu na teleso pdsobit deformujice sily sa nazyva tvarna deformacia. V praxi
sa vyskytuju najcastejSie oba druhy deformacie sucasne a najcastejsie su zloZzené z niektorych
jednoduchych deformacii.

Pri zvac¢Sovani vzajomnej vzdialenosti Castic (deformacia v tahu) prevladnu pritazlivé sily,
prizmensovani tejto vzdialenosti (deformdcia tlakom) previadnu odpudivé sily. Ak sa
obmedzime na velmi malé deformacie, bude vysledna sila priblizne Umerna vychylke
z rovnovaznej polohy. V oblasti malych deformacii je stvis medzi Gcinkujucimi silami
a deformaciou, ktoru vyvolavaju, vyjadreny Hookeovym zakonom, ktory hovori, ze deformacia
pruzného telesa je Umerna vonkajsim deformujucim sildm. Vonkajsie deformujuce sily pésobia
spravidla cez povrchové plochy. Ak sa teleso deformuje tak, Ze sa jeden rozmer telesa predii
(alebo sa skrati) a ostatné rozmery (prie¢ne) sa skratia (predizia), hovorime o deformacii
tahom (alebo tlakom). Ak deformujuca sila pdsobi kolmo na povrch telesa, vyvoldva
deformaciu tahom alebo tlakom a koeficient Umernosti v Hookeovom zakone (bude uvedené
nizsie v texte) je modul pruznosti v tahu E (charakterizujici material pri deformacii tahom,
tlakom a ohybom), nazyvany aj Youngov modul. Ak deformujlca sila posobi v rovine povrchu
telesa (je jej doty¢nicou), vyvolava deformaciu Smykom a G je modul pruznosti v Smyku
(charakterizujuci material pri deformacii Smykom alebo torziou). Moduly pruznosti E a G maju
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rovnakd jednotku ako napdtie (Pa). Takéto deformacie (tahom, Smykom) nazyvame
jednoduché a mozino ich vyuZit na experimentalne stanovenie modulu pruznosti v tahu E
a modulu pruznosti v Smyku G .

A. Uréenie modulu pruznosti v tahu z priehybu tyée

Najjednoduchsim prikladom deformacie v tahu je prediZenie tyce (drétu) namahanej tahom.
Ak priecny prierez ty¢e s obsahom S namahame silou F, ktora je kolma na plochu S (Obr. 1),
vznikd v ty¢i napatie

_F
O'—E. (1)

PretoZe vtomto pripade pdsobi sila kolmo na prierez, nazyvame toto napatie normalové

a jeho jednotkou je pascal, Pa = N:m™2 = kg-m™!:s72,

Obr. 1. Ty€ na jednej strane upevnena a na druhej strane napinana silou F

Na prediZenie tyce s povodnou dizkou I, o hodnotu di potrebujeme pdsobit elementarnym
normalovwym napitim do, priom sa ukazuje, 7e hodnota predizenia dl je Umerna
pdsobiacemu napétiu o a samotnej dizke tyee, t. j. dl = kldo, kde k je kon3tanta Umernosti.
V ddsledku pdsobenia napitia o sa ty¢ prediZi a jej novu dizku [; vypocitame ako

flldl—kfada 2
W 1 4o (2)

Zintegrovanim vztahu (2) dostaneme
In—=ko (3)

a nova diika tyce I; bude I; = [,e*?. Vidime, 7e dizka tyce sa s pdsobiacim napatim meni

.. . . . ko (ko)?
exponencidlne. Ak funkciu e rozvinieme do Maclaurinovho radu e*® = 1 +T+%+

!
(ko)3

3!
napati o je suc¢in ko < 1, potom ¢leny Maclaurinovho radu obsahujuce druhé a vyssie

+ --- a uvedomime si, Ze pre vacsinu materidlov pri pouZiti beZnych redlne vyvijanych

mocniny mdzeme voti prvym dvom &lenom radu zanedbat, kedZe prispievaju ku zmene dizky
len velmi malou mierou. Pre novu dizku tyée l; tak mdieme napisat |, = (1 + ko)
a Upravou tohto vztahu dostaneme
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l1 = lo + lokO‘,

I, -1 (4)
L9 ko
lo
Ak delime prediZenie ty¢e Al = I; — I, pdvodnou dizkou I, dostaneme deforméciu jednotky
dizky tyce, ktora nezavisi od di*ke tyce. Tento pomer % = lll_l(’ rovny lavej strane druhej
0 0
rovnice (4) nazyvame relativne (pomerné) predizenie ¢
Al
E= l_ . (5)
0

Potom mdzeme vztah (4) napisat vtvare ¢ = ko, kde k ma vyznam koeficientu pruznosti
v tahu. Jeho prevratend hodnota 1/k = E je modul pruznosti v tahu E (Youngov modul).
Ziskany vztah medzi napitim a deformdciou vyjadrenou relativnym predizenim € nazyvame
Hookeov zakon pre deformaciu v tahu (tlaku)

o= Es. (6)

Hookeov zakon mozeme vyuzitim predchdadzajucich vztahov napisat aj v tvare

li—1l, 1F

I, _ES’ (7)

Modul pruznosti v tahu ma rozmer napétia a vyjadruje priamu Umernost medzi posobiacim
napatim a vyvolanou deformaciou. Je to jedna zo zakladnych veli¢in, ktord charakterizuje
pruzné vlastnosti materidlu, okrem iného zavisi aj od teploty.

Deformacia v tahu sa uplatriuje aj pri ohybe tyce. Pri urCovani modulu pruznosti v tahu
z priehybu tyCe sa vychadza z popisu deformdcie telies ohybom. Deformdcia ohybom
(priehybom) je zloZitejSou formou deformacie v tahu (tlaku).

Na popisanie deformacie ohybom uvaiujme rovnorodu ty¢ sdizkou [ s konitantnym
prierezom po celej dizke, ktord je na jednom konci upevnena a na druhom konci zatazend silou
F (Obr. 2.a). Sila F p6sobiaca na jej druhom konci vyvolava jej priehyb. Prehnutie tyce vplyvom
jej vlastnej hmotnosti bude velmi malé, a preto ho méZeme zanedbat. Ak si ty¢ rozdelime
na tenké vrstvy, ktoré su zloZzené z jednotlivych vlakien rovnobeZnych s osou tyce, na obrazku
(Obr. 2.a) vidime, Ze horné vrstvy sa predlZuju, pretoZe st namahané tahom, a spodné vrstvy
skracuju v dosledku namdhania tlakom. Niekde v strede tyce preto musi existovat vrstva, ktora
nie je namahana vobec. Je to tzv. neutralna vrstva N, ktord si zachovéva svoju pévodnu dizku.
Neutrdlna vrstva prechadza taziskom prierezu tyCe, Cize pri pravidelnych prierezoch ich
stredom. Experimentalne je mozné polohu neutrélnej vrstvy potvrdit pozorovanim ohybu
na priehladnej ty¢i napr. z polymetylmetakrylatu, ak sa ohyb tyle pozoruje v polarizovanom
svetle (fotoelasticky jav).
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a) b)
Obr. 2. a) Schematické zobrazenie tyCe na jednom konci upevnenej a na druhom konci

namahanej silou F, b) Detail rozloZenia vnutornych sil

Sila F pbsobiaca na konci ty€e vytvori v flubovolnom priereze tyce, ktory je vzdialeny o x
od miesta upevnenia tye moment vonkajsej sily

M =F(l—x). (8)

Pri tomto vztahu predpokladame, Ze ohyb tyCe je maly. Pri malom ohybe tyce vektor sily F
a vektor ramena sily (I — x) zvieraju uhol takmer 90°, a preto nemusime vo vypoc¢te momentu
sily vo vztahu (8), ktory je definovany ako vektorovy sucin medzi ramenom, na ktorom sila
pbsobia silou, uvazovat uhol medzi nimi, lebo sin 90° = 1.

Voci tomuto momentu vonkajsej sily, ktory sa transformuje na moment vnutorne;j sily, pésobi
v priereze ty¢e moment vnutornych sil pruznosti, ktory je vytvarany vnatornymi silami, ktoré
pbsobia medzi jednotlivymi Casticami materialu tyCe a snaZia sa tyC udrzat v rovnovahe.
V rovnovainom stave prehnutej tyCe su moment vonkajSej sily a moment vnuatorny sil
pruznosti v rovnovahe, to znamen3, Ze vektory uvedenych momentov sil su rovnako velké, ale
opacne orientované.

Aby sme nasli suvislost medzi momentom vonkajsej sily a momentom vnutornej sily, ktoré
posobia na prehnutd ty¢, vyberme si maly kusok prehnutej tyfe vo vzdialenosti x od
upevnenia tyce (Obr. 3.a).

Pri malom prehnuti tyCe bude mat vldkno neutralnej vrstvy tvar kruhového obluka
s polomerom krivosti , ktorého dizka bude s, pricom dizke s na kruhovom obluku prislticha
rovinny uhol ¢. Pred prehnutim tyCe mali v tejto Casti tyCe vSetky vlakna vrstiev dizku s.
Po prehnuti tyée sa viak vlakno vo vzdialenosti u nad neutrdlnym vldknom predizi o nejaku
vzdialenost. KedZe vsetky vlakna prehnutej tyce vidime pod rovnakym rovinnym uhlom ¢,
mozeme dizku vldkna s neutralnej vrstvy vo vzdialenosti r od stredu obltka vyjadrit v tvare

S=T1¢@ (9)
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a dizku vldkna s, vo vzdialenosti u od neutralneho vldkna vyjadrit v tvare
L= (r+we. (10)
Vysetrované vlakno vo vzdialenosti u od neutralneho vlakna sa teda prediZilo o
As =s,—s=T+wep—rp =up. (112)

Ak pouZijeme vztah (5) pre relativne predlZenie &, m6Zeme relativne predlZenie vySetrovaného

vlakna vyjadrit v tvare
(12)

Toto relativne prediZenie je vyvolané napatim v tahu. Ak predpokladame, e priehyb tyce sa
odohrdva v medziach pruznej deformicie, ktora je popisand Hookeovym zdkonom danym
vztahom (6), mdéZeme pre normalové napétie vo vySetrovanej vrstve vlakna napisat

u
o=Ee=E-—. (13)
r

Zo vztahu (13) vyplyva, Ze s narastajucou vzdialenostou od neutralneho vldkna sa napatie
vo vldknach tyce zvacsuje. Pod neutralnym vlidknom sa meni tah na tlak. Normalové napdtie
v tlaku sa pod neutralnym vldknom riadi tou istou rovnicou (13).

L “{:du

as |- « ]
u ¢ H
- N ----‘;:‘ : T =X
Y F— = - y-l:(.‘:'_‘l \(p
I iy /
1

r
3

. .': / D yd
) N @
</ N>
1 1 d‘P‘\
I<—>l
I “ l 24
a) b) c)

Obr. 3. K popisu odvodenia pre ohyb tyce a) bo¢ny pohlad na vyrez tyce b) pohlad na prierez
tyCe, c) boény pohlad na neutralnu vrstvu tyce

Ako je naznacené na obrdzku (Obr. 2.b), vSetky napatia nad neutrdlnym vidknom vytvaraju
vyslednu silu F, a vSetky napatia pod neutralnym viaknom silu F;. Ak nema byt neutralna

vrstva namahana, musi platit
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Pomocou normalového napatia daného vztahom (1), ktoré sa v diferencidlnom tvare rovna
dF . . . LA , . . Y
0 =<5 moézeme elementarnu silu dF, ktora pdsobi na elementarnu plochu prierezu tyce dS,

vyjadrit v tvare
E
dF = ¢dS = — uds. (15)
Tr

Zo vztahu (14) vyplyva, Ze v priereze tyCe je vyslednica vsetkych sil pdsobiacich na prehnutd
ty¢ rovna nule. Z uvedeného vyplyva, Ze aj vyslednica elementarnych sil posobiacich v priereze
tyCe musi byt nulova, a preto musi platit

Uz up Uz
E E
F=de= f—udS:—judS=O, (16)
r r
—Uq —up —u

kde —u, a u, su vzdialenosti krajnych vrstiev od neutralnej vrstvy. Aby bol vztah (16) platny,
musi sa integral v fiom rovnat nule. Je mozné ukazat, Ze integral vo vztahu (16) je rovny nule,
ak neutrdlna vrstva (plocha) prechadza taziskom prierezovej plochy. A to je dokaz tvrdenia,
ktoré bolo uvedené vyssie, Ze neutralna plocha (vlakno) prechadza taZziskom prierezu tyce.
Kazda elementarna sila dF vytvara vzhladom k osi N (Obr. 3.b), ktor( nazyvame neutralnou
osou, elementarny moment vnutornej sily dM,,, ktory je rovny

E
dM, = udF = - u? ds. (17)

Celkovy moment vnutornej sily M,, vzhfadom k neutrdlnej osi vypocitame ako integral
poslednej rovnice cez vysku prierezu tyce, t. j.
uz

I = j u? ds (18)

—uq

sa nazyva ploSny moment zotrvaénosti prierezu ty¢e vzhfadom na neutrdlnu os a pomocou
neho mdZeme vyjadrit celkovy moment vnatornej sily M, v tvare

El
M, = - (19)
V rovnovaznom stave prehnutej tyCe je celkovy moment vnuatornej sily M, vzhladom

na neutralnu os ty€e rovny momentu vonkajsej sily M, t. j. M,, = M, a potom

EL_ .
—=(0-2F. (20)

Délezitym parametrom pri priehybe tyce je velkost priehybu y, ktory je vytvoreny momentom
vonkajsej sily M. Ak nahradime obluk krivky, do ktorého sa prehne niektoré neutralne vldkno
kruhovym oblukom polomeru r a so stredovym uhlom de, ktory je totoZny so zmenou uhla ¢,
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ktory zviera doty&nica k obliku s osou X pri zvolenom usporiadani stradnicovych osi, je dizka
oblika ds = rd¢ (Obr. 3.c). Pri velmi malom priehybe mdéZeme uvazovat, Ze ds = dx (pre
dobré grafické znazornenie situacie sme volili na obrazku vacsi priehyb), a potom pre tangens
uhla @ plati tgp = dy/dx. Pri velmi malom uhle je tgp = ¢, takie ¢ = dy/dx a pre polomer
krivosti r m6Zzeme napisat

_dp _dp d (dy) dy

1
T @ dx - dx\dx) T (21)

T dx?

Ak z rovnice (20) vyjadrime r a dosadime do vztahu (21), dostaneme diferencialnu rovnicu
ohybovej Ciary v tvare

d’y F
(=) 22
il TACEY) (22)
Integraciou tejto rovnice (22) dostaneme
dy Flx Fx?
ax Bl EI T 23

Rovnica (23) uddva smernicu dotycnice ohybovej Ciary v mieste x. Integrac¢na konstanta C; sa

urci z okrajovej podmienky, ak poloZime x = 0, potom (j—z) = (1 = 0, pretoZe smernica
x=0

dotyénice v mieste upevnenia je nulova. Dal$ou integraciou dostaneme

_le2 Fx3+c
T 2EI 6EI %

y (24)

Integracnu konstantu C, urlime z okrajovej podmienky. Ak x = 0, potom (y),-o = C; =0,
pretoZe priehyb v mieste upevnenia je nulovy. Ohyb ty¢e y na volnom konci, Cize pre x = [

zatazenom silou F bude

FI3

=0 (25)

y

Ako vidime zo vztahu (25), meranie ohybu tyCe umoiZnuje experimentalne urcit modul
pruznosti v tahu E, ak pozname dizku deformovanej tyée I, plosny moment zotrvaénosti
prierezu tyce I, velkost priehybu tyce y a velkost deformujice;j sily F.

Jednou z moznosti ako realizovat experiment podla vy$sie uvedeného odvodenia je upnutie
tyCe do zverdka a koniec tyle zataZovat silou F (to odpovedda meraniu ohybom). Inou
moznostou je merat priehyb tyce.

Ak merant vzorku, material v tvare hrubsej ty¢e s obdiZznikovym prierezom s vy$kou b a irkou
a podoprieme na dvoch koncoch britmi, ktorych vzdialenost je L a uprostred nich ty¢ zatazime
silou F, m6Zeme v posobisku sily pozorovat priehyb y (Obr. 4). Ked dosadime do vztahu (25)

b
zal = L/2,F = mg/2 azaploSny moment zotrvalnosti prierezu tyCe I = [*u?adu = %ab3,
2
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a nasledne z neho vyjadrime E, tak dostaneme vztah pre modul pruznosti tyée obdlznikového

prierezu v tvare

L*m
g~ (26)

A
\ 4

1
|
i
B . !
skimany '
material '

I

1

N T

odchylkomer

zévazie

Obr. 4. Ty¢ podopreta na dvoch britoch a zatazena silou F

Pre ty¢ kruhového prierezu (kde d je priemer tyce) je ploSny moment zotrvacnosti I vzhlfadom
na ohybovl os rovny I = ”Gi: a pre modul pruznosti ty¢e s kruhovym prierezom plati vztah
_4glPm

T 3ndty (27)

Zo vztahov (26) a (27) vyplyva, Ze priehyb y je priamo Umerny velkosti pdsobiacej
deformujucej sily F, respektive hmotnosti m. Na zaklade tychto rovnic mézeme merat modul
pruznosti E, ak odmeriame rozmery tyCe a, b, vzdialenost britov L a zavislost priehybu
na posobiace; sile.

Pomécky
Sada zavazi, mikrometrické meradlo, dizkové meradlo, odchylkomer, vy$etrované materidly
v tvare tyCe, konstrukcia na uchytenie ty¢i a odchylkomera, stojany a zavesny systém.

Postup merania

1. Priamym meranim uréime vzdialenost medzi podperami L a ur¢ime S$tandardnd
neistotu merania dizky o;, pricom jej hodnota priblizne zodpovedd z,,.,/V/3, kde
Zmax j& hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.

2.  Priamym meranim uréime charakteristické rozmery prierezu vySetrovaného
materialu tvaru tyCe a, b. Namerané hodnoty zapisujeme do tabulky 1.

3. Odchylkomer umiestnime do stredu medzi dve podpery a nastavime ho tak, aby
prizakladnom zataZeni tyCe (dané zataiou prazdneho zavesného systému
na zataZovanie materialu, na ktory kladieme zavazia) ukazoval nulu.
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Tabulka 1.

L:...m

a; (m) | A= (a; —@)?*(m?) | b; (m) | A= (b; — b)*(m?)

Ql
Il
S
Il

n n

2 — ... Ap, =
S o
i=1 i=1

Zmeriame teplotu miestnosti t;.

Pomocou digitalnych vah odvaZzime hmotnost pouZitych zavaZi. Skumand tyc
z daného materidlu postupne zatazujeme zavaziami, ktoré ukladame na zavesny
systém. Meriame priehyb tyce y, ktorého hodnotu od¢itame z odchylkomera.
Meranie uskuto¢nime pre 10 roznych zataZzeni ty¢e. Namerané hodnoty zapisujeme
do tabulky 2.

Po dokonceni merania opat zmeriame teplotu miestnosti t,.

Meranie opakujeme pre rozne materialy (med, ocel, drevo, ...).

Tabulka 2.

| mae) | FOD | yem) k=2 ke | AF= G~ BAm? kg™

=
Il

n

2 _
S ag =
i=1

Vyhodnotenie merania

1.

Z nameranych hodndt rozmerov tyée a;, b; vypocitame ich stredné hodnoty @,b a
stredné kvadratické odchylky aritmetického priemeru gy, 0.

Vysledky uvadzame vtvare a = (@ + 05), b = (b + 03), L = (L + o7).

Linearitu zavislosti priehybu ty¢e y od zataZzenia m overime tak, Ze ich namerané
hodnoty vynesieme do grafickej zavislostiy = f (m).

Pre kazdé zataZenie tyce vypocitame konstantu Umernosti k; = y;/m;.

Uréime aritmeticky priemer k, jeho $tandardni neistou ox avysledok uvadzame
vtvare k = (k + o%).
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6. Vypoditané aritmetické priemery pre priamo merané veli¢iny @, b, k, L dosadime
do vztahu (26), pricom pomer m/y vo vztahu nahradime prevratenou hodnotou
konstanty uUmernosti 1/E a ur¢ime hladany modul pruinosti E vySetrovaného
materialu

gl 1
" 4ab’k’

7. PouiZitim metédy na urcenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme
neistotu E pomocou neistot priamo nameranych veli¢in podla vztahu

s = |(Z) @2+ (2 G+ (2) @+ (2) o

kde pre jednotlivé parcialne derivacie platia vztahy

0E _ 3gl*1 0E _ gL® 1
oL 4ab®k’ da  4a?b3k’
0E _  3gL%1 0E _ gl® 1
b 4ab*k’ ok 4ab3k?’

Urcime, ktora z velicin prispieva k vyslednej neistote veli¢iny E najvacSou mierou.
Findlny vysledok merania modulu pruznosti v tahu uvedieme v tvare E = (E * aj).
Porovname nas vysledok merania modulu pruznostiv tahu E s tabulkovou hodnotou
E; (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu

_IE-E|_
& —T100 %.

B. Urcenie modulu pruznosti v Smyku statickou metédou

Modul pruznosti v Smyku, nazyvany aj modul torzie, mézeme urcit napriklad z konkretizacie
Hookeovho zdkona pre deformaciu v Smyku. O deformacii pruznych telies Smykom hovorime
vtedy, ked' sa jednotlivé vrstvy namahaného materidlu posavaji po sebe bez toho, aby sa
menila ich vzajomna kolma vzdialenost h. Takato deformacia nastava, napriklad ak pdsobi sila
F v smere doty¢nice na rovinu hornej steny hranola s obsahom S a vznika posunutie hornej
podstavy voéi dolnej o vzdialenost u. VySka hranola h je dostatocne velka, aby nenastala
deformacia ohybom (Obr. 5).

Obr. 5. Deformacia Smykom
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P&sobenim dotycnicovej (tangencialnej) sily F na hornu stenu hranola s obsahom S vznika
Smykové, tangencidlne napéatie 7. Deformdacia zdavisi aj na velkosti plochy S, na ktoru
dotycnicova sila posobi a uréuje tangencidlne napatie

T=-—. (28)
Pre deformaciu Smykom ma Hookeov ziakon pre Smyk tvar
T=Gy. (29)

G je modul pruZnosti v Smyku. Je to materidlova konstanta, ktora ma rozmer napatia a jej
jednotka je pascal (N - m™2 = Pa). Vplyvom pdsobiacej sily sa dizky jednotlivych stran hranola
nemenia, dojde vSak ku skoseniu y, ktoré sa nazyva relativne posunutie (skosenie) hornej
zédkladne vzhladom na dolnd. Uhol y moéZeme vyjadrit pomocou funkcie tangens ako
tany = % Ak je v8ak uhol y maly, pre funkciu tanges platitany = y. Pre malé skosenia m6Zeme

potom relativne posunutie y vyjadrit v tvare

Y=, (30)

s>l

kde u je posunutie rezu hranola rovnobeiného spodstavou a h je vzdialenost rezu
od podstavy. Hookeov zakon pre deformaciu v $myku ma vyuzZitim vztahov (28) a (29) tvar

=== (31)

Priame vyuZitie Hookeovho zakona na urcenie modulu pruznosti v Smyku je pomerne malo
praktické a prislusna metdda aj malo presna. Preto sa modul v Smyku Castejsie urcuje z torzie
tyc¢i alebo drotov. Pri torzii je totiz kazda Cast vzorky namdahana iba Smykom a pritom, i ked'
Smyk v kazdej Casti vzorky je pomerne maly (lezi hlboko pod mierou Umernosti deformacie
a napatia), vysledny uhol stoCenia vzorky moze byt velky a teda dobre meratelny. Torzna
deformacia je zlozitejSim pripadom deformacie v Smyku. Jednotlivé prie€ne vrstvy telesa sa
kratenim vzajomne natacaju.

UvaZujme drot alebo ty¢ tvaru valca s dizkou L arovnakym prierezom po celej dizke
s priemerom d, ktora je na jednom konci upevnena. Na druhy koniec tyce pdsobime kratiacim
momentom sily M, ktorého smer je rovnobezny s osou tyce (drotu). Tento moment sily M
vyvolava $mykovu deforméciu kazdého pozdizneho vldkna dizky L a elementarneho prierezu
dS (Obr. 6). Sledované deformované vlakno je vo vzdialenosti r od torznej osi predstavovane;j
neutralnym vlaknom, ktoré sa pri krateni nedeformuje. Pri natoceni volného konca tyce
(vplyvom krutiaceho momentu) o uhol skritenia ¢ sa posunie volny koniec vldkna po kruznici
polomeru 7 oUsek u =rg. Smykovy deformaény uhol a =u/L =r¢/L savisi podla
Hookeovho zakona s tangencidlnym napatim t = dF /dS = Ga.
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Obr. 6. Schéma torznej deformacie tyce s kruhovym prierezom

Celkovy torzny moment sily dostaneme integraciou elementarnych momentov sily po celej
ploche volnej podstavy

M= fdM— "’f st——<p, (32)

kde I = f(s) r2dS je plo¥ny moment zotrvaénosti prierezu tyée vzhladom na torznu os. Pre ty¢

s kruhovym prierezom postupujeme pri vypocte I tak, Ze plochu kruhu rozdelime na plosné
elementy dS (Obr. 6), ktoré v polarnych suradniciach nadobudaju vyjadrenie

dS =rdp du (33)

a vypocitame prislusny integral

21 d/2 Tl.'d4
I =f dﬁf r3dr = —. (34)
0 0 32

Zo vztahu (32) vidime, Ze torzny uhol ¢ je priamo Umerny torznému momentu M. Konstantu
% nazyvame direkény moment tyce

Gl
MO = T. (35)

Statickd metdéda merania modulu pruznosti v Smyku vyuZiva torziu tenkej tyCe (drotu).
Meranie je usporiadané tak, Ze k tyc€i, ktorej horny koniec je upevneny v drZiaku, pripevnime
na druhy koniec kotuc s priemerom D a uhlovou stupnicou. Na kotudi je drazka, v ktorej su
vyvedené pevné vldkna na opacénych stranach kotuca cez kladky k miskam na zataZenie
zavaziami (Obr. 7).
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Obr. 7. Schéma meracieho zariadenia pre uréenie momentu zotrvacnosti v torzii tyce (drotu)

Na obvode kotufa pésobia sily kolmo na torznu os vyvolané cez kladky tiaZzou zavazi
o hmotnostiach m; a m,. Pre vysledny torzny (krdtiaci) moment tychto sil plati
M = (my +my)gR, kde D = 2R je priemer kotic¢a. Aby nevznikla sila vychylujica os
kotuca, volime pofas merania zavaZia tak, aby platila podmienka m; = m,. Ak uvedeny
moment sily dosadime do vztahu (32) spolu s vyuZitim vztahu (34), pre experimentalne
uréenie modulu pruznosti dostaneme vztah
G=16gDL_m1+m2.
md* )

(36)

Pomécky
Zariadenie na meranie skratenia tyce, ty¢e (dréty) réznych materialov, dizkové meradlo,
posuvné meradlo, mikrometrické meradlo, sada zavazi, digitalne vahy.

Postup merania

1. Odmeriame teplotu prostredia bezprostredne pred meranim a po merani.

2. Po upevneni tyce (drotu) do prislusného meracieho zariadenia, mikrometrickym
meradlom odmeriame priemer drotu d posuvnym meradlom, priemer oto¢ného
kotuca D a dizkovym meradlom odmeriame dizku drdtu L. Prisluiné veli¢iny meriame
aspon 10-krat na réznych miestach.

3. Namerané Udaje priemeru tyce d;, priemeru kotuc¢a D;, vzdialenosti L; zapisujeme
do tabulky 1.

Uréime aritmetické priemery D, L, d a ich §tandardné neistoty merania o, 01, o
5. Vysledky uvadzame vtvare D = (D + 05),d = (d + 03), L = (L + 07).
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Tabulka 1.

i di(m) AZ,(m?) Di(m) | Ap,(m?) L; (m) AZ,(m?)

nl
I

n n n
d=- ZAéi:m D=-.. ZAf)i:m ZALZ%:W
i=1 i=1 i=1

Ty¢ upevnenl v meracom zariadeni postupne rovnomerne zatazujeme pridavanim

zavazi na obidve meracie misky a meriame prislusny uhol skratenia ¢ v zavislosti
od su¢tu hmotnosti zavazi m; + m,.
Namerané Udaje zapisujeme do tabulky 2.

Tabulka 2.

i my, +m, (kg) | @(rad) | ki =¢/(my +my) (rad-kg™) | AZ (rad?-kg™2)

=
Il

n

2 _
S ag =
i=1

Vyhodnotenie merania

1.

Overime linearitu torznej deformdcie tak, Ze namerané hodnoty uhla skrutenia ¢
a hmotnosti m vynesieme do grafickej zavislosti ¢ = f(m).
Pre jednotlivé zataZenia drotu uréime konstantu Umernosti k;.
Ur&ime aritmeticky priemer k a k nemu prislu$nd neistotu merania oy a vysledok
zapiseme v tvare k = (k + o%).
Hodnotu modulu pruznosti v Smyku G uréime vyuZitim vztahu (36), v ktorom pomer
Mvo vztahu nahradime prevratenou hodnotou konstanty dmernosti 1/k.

_ 16gDL 1

T Tndt k- o
Do vztahu dosadime priemerné hodnoty priemeru kotGéa D, priemeru drétu d, dlzky

drotu L a kon$tanty Gmernosti k.
Pomocou metddy pre urCenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny ndjdeme
neistotu merania veli¢iny G pomocou neistét priamo meranych veli¢in D, L, d podla

aG\* , (9G\* , 3G\ , (9G\*
o= |Gs) i+ () o+ (Ga) i+ )
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kde pre jednotlivé parcialne derivécie platia vztahy

G _ 16gL1 3G _ 16gD 1

oD md* k’ oL = md* k’

0G _  64gDL1 G _  16gDL 1
ad nds k'’ ok nd* k2’

6.  Ur¢ime, ktord z tychto veli¢in (D, L, d, k) prispieva k vyslednej neistote veli¢iny G
najvacSou mierou, t. j. ktory zo sc€itancov v rovnici je najvacsi.

7. Findlny vysledok hodnoty modulu pruznosti v 3Smyku uvedieme v tvare
G = (G * o).

8. Porovndame ndas vysledok merania modulu pruZnosti v Smyku G stabulkovou
hodnotou G, (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu

Pl PP
r Gt 0-
C. Urcenie modulu pruznosti v Smyku dynamickou metddou s pouzitim
torzného kyvadla

Jednou z metéd na meranie modulu pruznosti v torzii je dynamicka metdda s pouZitim
torzného kyvadla, kedy je experiment podobne usporiadany ako v Ulohe Uréenie modulu
pruznosti v Smyku statickou metddou, ale namiesto kotuc¢a upevnime na koniec tyce (drotu)
teleso, ktorého moment zotrvacnosti I je vo&i pozdiinej osi tyée niekolkokrat vacsi ako
moment zotrvacnosti samotnej tyce. Pod torznym kyvadlom rozumieme teleso (napr. dosku
tvaru kruhu, alebo valec) upevnené v jeho strede na zvislom pruznom vlakne tak, Ze os
sumernosti je totozna s osou vlakna (Obr. 8).

R

S P 1

Obr. 8. Grafické znazornenie pohybu torzného kyvadla
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Ak vytotime zavesené teleso zjeho rovnovainej polohy ouhol ¢ (uhol potolenia
z rovnovaznej polohy), po uvolneni sa teleso bude otacat okolo osi drétu. Tento pohyb je
vyvolany torznymi silami, ktorych povod je v deformacii vldkna. Moment tychto sil M
vzhladom na os otacania je podla Hookeovho zakona v kazdom okamihu v hraniciach pruznej
deformdacie drotu umerny okamzitej vychylke ¢. KedZe torzné sily pdsobia proti vychylke,
moment torznych sil ma opacné znamienko ako vychylka, ktora ho vyvolala a plati

kde M, je konstanta Umernosti a nazyva sa direkény moment zavesu alebo torzna tuhost. Jej
fyzikdlny vyznam je moment sily, potrebny na vytoéenie zavesu o jednotkovy uhol. Zavisi len
od elastickych vlastnosti zavesu (modulu pruznosti v3myku G materidlu zavesu) ajeho
geometrickych rozmerov.

Ak teleso zavesené na skritenom vldkne pustime, budd ho torzné sily skriteného drétu vracat
do rovnovainej polohy a teleso sa rozkmita rotaénymi (torznymi) kmitmi okolo osi symetrie
iducej osou periodicky skricaného sa drétu. Pohybova rovnica torzného kyvadla ma tvar
pohybovej rovnice telesa konajuceho rota¢ny pohyb okolo pevnej osi

M = ITE, (38)

kde M je vektor momentu sil spésobujucich otacavy pohyb okolo pevnej osi, It je moment
zotrvalnosti zaveseného telesa vzhladom na os vlakna a & vektor uhlového zrychlenia.
Moment zotrvacnosti vldkna je velmi maly, a preto ho vrovnici (38) mdzeme zanedbat.
Velkost vektora uhlového zrychlenia je definovana vztahom

d?¢

= (39)

€
Ked pohybovu rovnicu (38) vyjadrime v skalarnom tvare M = I;¢ a dosadime do nej vztah
(39) dostaneme
)
M=I;—. 40

T dt2 (40)
Nasledne do rovnice (39) dosadime vztah (37) a vztah (35), a ked neuvazujeme timiace sily
(teda mame na mysli netimené harmonické kmity), dostaneme po matematickej Uprave
pohybovu rovnicu torzného kyvadla v tvare

d?¢ GI

F'l‘m(p:(). (41)
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Ak zavedieme substiticiu w? = —, ziskame diferencidlnu rovnicu druhého radu

LI
T

s konstantnymi koeficientami a nulovou pravou stranou v tvare

d?¢
F + a)zfp =0. (42)
Jej rieSenie moZeme najst v tvare
@ = @ sin(wt + @), (43)

kde ¢ je okamZitad uhlova vychylka z rovnovaznej polohy v danom ¢ase t, ¢, je maximalna
uhlova vychylka z rovnovazinej polohy, ¢, je zaciato¢na faza alebo tiez fazovd konstanta
a veli¢ina (ot + @) je faza kmitania. Z rovnice (43) vyplyva, Ze torzné kyvadlo vykonava
harmonické kmity s uhlovou frekvenciou

Gl

w = m

(44)
_y , . , , . 2 . .
PouzZitim vztahu medzi uhlovou rychlostou a periédou w = ?ﬂa naslednou matematickou

Upravou mézeme z rovnice (44) vyjadrit modul pruznosti G v tvare

4n? LI
= (45)
T? 1
Ak ako teleso pre torzné kyvadlo vyuzZijeme kruhovu dosku (valec) z rovnorodého materidlu,
pre moment zotrvacnosti It bude platit
mD?
8 )

(46)

kde m je hmotnost a D je priemer valca, ktoré mozeme zistit priamym meranim. Meranim
doby kmitu torzného kyvadla o zndmom ploSnom momente zotrvacnosti zavesu torzného
kyvadla I (vztah 34) a zndmom momente zotrvacnosti telesa It (vztah 46) vieme urcit modul
pruznosti G. Pre nas experiment hfadany modul pruznosti v Smyku bude mat tvar

16mtmLD?
= —r2gi (47)

Pomécky

Stojan na upevnenie torzného kyvadla, zaves torzného kyvadla, znamy zotrvacnik (teleso
vtvare kruhovej dosky, valca), stopky, digitalne vahy, posuvné meradlo, mikrometrické
meradlo.
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Postup merania

1. Opakovanym meranim odmeriame priemer D zaveseného telesa tvaru valca, priemer
d skamaného drotu adiku L zavesu torzného kyvadla. Hodnoty zapisujeme
do tabulky 1.
Tabulka 1.
L d; (m) AZ,(m?) D; (m) A}, (m?) L; (m) Af,(m?)
1
2
n
n n n
d= ZAéi:m D= ZAf)i:m L= ZAIZJi="'
i=1 i=1 i=1
Uréime hmotnost m zotrvacnika, torzného kyvadla.
3. Urc¢ime Standardnu neistotu merania hmotnosti g,,, pricom jej hodnota priblizne

zodpoveda Zmax/\/g, kde z,,,x j& hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.
Zostrojime meraciu aparaturu podla obrazka 8.

Odmeriame teplotu miestnosti pred zagiatkom merania ako aj po ukonéeni merania.
Kyvadlo uvedieme do pohybu vychylenim telesa o uhol ¢ v horizontélnej rovine, kde
uhol musi byt maly, tak aby platili pre kmity odvodené rovnice. Po rozkmitani kyvadla
vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou metédou urcime periddu
kmitov torzného kyvadla. Namerané hodnoty periéd zapisujeme do tabulky 2.
Kyvadlo pocas merania nezastavujeme a prislusné hodnoty ¢asu ziskavame pomocou
stopiek s medzi¢asom. Hodnota t;, v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,,
v druhom riadku tabulky je doba 20 kmitov, atd.

Tabulka 2.
m (kg)

i ticio (8) | I+5 | tisy«10 (S) | Ti = (tiesy+10 — tis10)/50(5) Ai2= (T —T)?(s?)
1. tio 6. teo Ty = (teo — t10)/50
2. t20 7. t70 Ty = (t70 — t20)/50
3. t3o 8. tgo
4. t40 9- t90
5. tso 10. t100

5

7= > a2 =
i=1
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Vyhodnotenie merania

1.

Urcime aritmetické priemery priamo meranych veli¢in D, L, d a stredné kvadratické
odchylky aritmetického priemeru o5, 0, 05 -

. Vypocitame aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T, strednt kvadraticku

odchylku aritmetického priemeru o7.

. Vysledky merania uvadzame vtvare m = (m + 65), D = (D £ 0p), d = (d £+ 73),

L=(L+o05), T=(T+o07).

Z nameranych hodnét vypocitame najpravdepodobnejsiu hodnotu modulu pruznosti
vimyku G s pouzitim vztahu (47), kde za prislusné veliiny dosadime ich stredné
hodnoty.

. Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny ndjdeme

neistotu G pomocou neistot priamo meranych veli¢in podla vztahu

2 2 2
G

7o = (25 @+ (25 om + (22) (o2 + (2) o+ (29) (@0,

kde pre jednotlivé parcialne derivécie platia vztahy

G _ 16mmD? G __ 32mLmD G _ 16mLD?
oL~ T2at ’ oD~ T2a% '’ am ~  T2a% ’
G _  32mLmD? G _  64mLmD?

aT T3q* ' ad T2d5

6. Ur¢ime, ktora z velicin prispieva k vyslednej neistote veli¢iny G najva¢Sou mierou.

7. Vysledok merania uvedieme v tvare G = (G * d;).

8. Porovname nas vysledok merania modulu pruznosti v Smyku G s tabulkovou

hodnotou G; (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu

_16-G

£ G 100%

. V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pri€inach chyb.
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Tabulka 9. Elastické vlastnosti réznych tuhych latok

Modul pruznosti Modul pruZnosti
Latka vtahu E (- 109 Pa) vimyku G (- 109 Pa) Poissonovo Cislo u

hlinik 71 26,4 0,34
med’ 123 45,5 0,35
nikel 205 78 0,32
olovo 16 5,6 0,44
volfram 390 151 0,29
Zelezo 212 82 0,29
mosadz 99 36,5 0,36
ocel (do 5 % Ni) 200 —-210 79 — 89 0,25-0,33
plexisklo 3,3 1,2 0,35
kremen 73 31 0,17
sklo kremenné 75 32 0,17
Drevo ihli¢naté 10 0,3

Drevo dubové 12,5 0,6
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