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URCENIE TIAZOVEHO ZRYCHLENIA REVERZNYM KYVADLOM

Ulohy
A. Experimentdine urcenie hodnoty tiaZzového zrychlenia v mieste
fyzikalneho laboratoria

Teoreticky uvod

Vo fyzike sa pojem kyvadlo pouZiva velmi ¢asto. Ma niekolko privlastkov ako matematické,
torzné, fyzikdlne alebo reverzné. Reverzné kyvadlo je Specidlnym druhom fyzikadlneho kyvadla,
ktoré je schopné konat kmitavy pohyb okolo dvoch osi (asymetricky uloZenych vzhladom
na taZisko kyvadla), pricom peridda kmitania okolo jednej osi je rovnaka ako okolo druhej osi.
Fyzikalne kyvadlo je teleso, ktoré vykonava periodicky kmitavy pohyb okolo osi, ktora
neprechadza jeho taZiskom. Po vychyleni kyvadla z rovnovaznej polohy pésobenim vonkajsej
sily F, je pri¢inou pohybu fyzikalneho kyvadla tiaZzova sila F; posobiaca v taZisku telesa. Teleso
vychylené z rovnovaznej polohy o uhol ¢ do rovnovaznej polohy vracia zlozka tiazovej sily Fy,
(Obr. 1).

Obr. 1. Fyzikalne kyvadlo upravené konkrétnym spésobom pri vychyleni o uhol ¢

Pohybova rovnica fyzikalneho kyvadla je
M = Ig, (1)

kde M je vektor momentu sily, I moment zotrvacnosti a € vektor uhlového zrychlenia. Nech
kyvadlo vykonava kmitavy pohyb vrovine nakresne okolo osi O kolmej na nakres kyvadla
(Obr. 1.). Velkost momentu sily F, je urena vztahom

M = —E,d = —F; sin(p) d = —mgd sin(¢), (2)
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kde m je hmotnost telesa, g je velkost tiazového zrychlenia a d je vzdialenost taZiska od osi,
okolo ktorej kyvadlo kmita. Po vychyleni sa kyvadlo snazi dostat naspat do rovnovaznej polohy,
preto sila Fj, vidy smeruje do rovnovaznej polohy, €o vo vztahu vyjadruje znamienko minus.
Velkost uhlového zrychlenia je uréend vztahom

d?¢

E=—.
dt?

(3)
Ked rovnicu (1) vyjadrime v skaldarnom tvare M = I¢g, dosadime do nej vztahy (2) a (3), a ked’
neuvazujeme tlmiace sily (teda mame na mysli netimené harmonické kmity), dostaneme
po uprave pohybovu rovnicu fyzikalneho kyvadla v tvare
‘o
| —+ mgd sin =0, 4
ktord nema analytické rieSenie. Pre malé vychylky (do 10°), kedy platisin(¢) = ¢ a vydelenim

rovnice (4) veli¢inou I, dostadvame rovnicu v tvare

—+—¢p =0, (5)

¢o je diferencidlna rovnica 2. radu s konstantnymi koeficientami a nulovou pravou stranou
a jej rieSenie mozeme najst v tvare

@(t) = Pm cos(wt + @), (6)

kde ¢ je okamiZita uhlova vychylka vdanom c¢ase t, @, je maximalna uhlova vychylka
z rovnovaznej polohy, ¢, zaliato¢na faza alebo tieZ fazova konstanta a veli¢ina (@t + @) je
faza kmitania. Ak urobime druht derivaciu funkcie vyjadrenej vztahom (6) podla ¢asu a tuto
derivaciu ako isamotnu funkciu popisujucu okamzitd uhlovi vychylku dosadime
do rovnice (5), zistime, Ze ®®* = mgd/I, z Eoho

w= |—. (7)

Veli¢ina @ je tzv. vlastnd uhlova rychlost kyvadla (frekvencia). Zo znameho vztahu
vyjadrujuceho suvis periddy T a uhlovej rychlosti hmotného bodu pohybujiceho sa po kruZnici
(o = 2m/T) dostavame vztah pre peridédu kyvadla
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Obr. 2. Graficky model reverzného kyvadla

V tejto ulohe si ukdzeme, ako sa da vyuzitim fyzikalneho kyvadla, ktoré je upravené urcitym
spdsobom, urcit tiaZové zrychlenie (zrychlenie volného padu). Predstavme si fyzikalne kyvadlo
upravené urlitym spdsobom (Obr. 2.). Poloime si otazku, ¢i sa méze takéto kyvadlo kyvat
s rovnakou periédou T okolo osi O a aj okolo osi O0’, ktord sa nachadza na opacnej strane
od taZiska. Pre pripad reverzného kyvadla, schematicky nazna¢eného na obrazku (Obr. 2), ako
uz bolo spomenuté, plati, Ze periéda kmitania okolo jednej osi O je rovnaka ako okolo druhej
osi 0’. Cize pre periédu T’ kyvadla vzhladom na os O’ plati analogicky vztah ako pre periédu T
, I

T =2n |—, (9)
mgx

kde I’ je moment zotrvaénosti kyvadla vzhfadom na os O’ a x je vzdialenost tejto osi od taziska
T (Obr. 2.). Ak poZzadujeme, aby tieto periddy boli rovnaké, musi platit T = T’ a po dosadeni
vztahu (8) a (9) do tejto rovnosti a po matematickej Uprave dostaneme

_L (10)
X

Q| ~

Pouzitim Steinerovej vety, ktord hovori: Moment zotrvacnosti I telesa vzhladom na os

neprechadzajucu taziskom sa rovna momentu zotrvacnosti I, vzhfadom na os prechadzajucu
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taZiskom, ktord je s danou osou rovnobeind, zvi&senému o mr,?, kde m je hmotnost telesa
a1, je vzajomna vzdialenost oboch spominanych osi, pre momenty zotrvacnosti I a I’ plati

I =1,+md?
° (11)
I'=1I, +mx?.
Po dosadeni vztahov (11) do vztahu (10) dostavame rovnost
I, + md? I, + mx?
> =2 : (12)
d X
odkial' po matematickej Uprave dostdvame kvadraticku rovnicu
mdx? — (I, + md®)x + I,d = 0. (13)
Tato rovnica poskytuje pre x nasledovné dve riesenia
Iy
X, =—,
' md (14)
xZ = d

Z rieSenia kvadratickej rovnice vidime, Ze pre prislusné kyvadlo existuji na druhej strane
taZiska dve osi, okolo ktorych sa kyvadlo kyva s rovnakou periédou ako okolo osi 0. Jedna je
symetricky a druha nesymetricky poloZzend voci osi O vzhladom na taZisko. Riesenie x, = d
uréuje polohu symetricky polozenej osi. RieSenie x; = I,/md urluje polohu nesymetricky
poloZenej osi. Vzajomnu vzdialenost osi O a nesymetricky poloZenej osi O’ (okolo ktorych sa
kyvadlo kyva s rovnakou periédou) nazyvame redukovana dizka fyzikalneho kyvadla, pre ktoru
plati

L —da Iy, md*+1, I (15)
re md  md  md’

Ak vztah (15) dosadime do vztahu (8), pre peridédu fyzikalneho kyvadla dostaneme

=2n / =2n —r. (16)

Zo vztahu (16) mdzeme vyjadrit tiaZové zrychlenie v tvare

4Anl,
T2 °

g= (17)

Vztah (17) umozZriuje urcit tiazové zrychlenie g, ak pozname redukovanu dizku I, a periédu T
pouZzitého kyvadla.
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Kyvadlo, ktoré ma vyssie popisané vlastnosti, nazyvame reverzné kyvadlo. Reverzné kyvadlo
je ty¢ s dvomi osami s britmi obratenymi proti sebe (Obr. 3.). Na jednom konci tyce je
posuvatelné zavazie, ktoré spdsobuje, Ze osi O a O’ st vzhladom na taZisko T nesymetricky
poloZené. Postivanim tohto zavazia na vhodné miesto a jeho zafixovanim (fixacnou skrutkou)
mbzeme dosiahnut, aby peridda kyvadla bola vzhfadom na osi O a O’ rovnaka. Potom
vzdialenost 00’ (¢o je vzdialenost britov) je redukovana dizka I, reverzného kyvadla.

Xi

brit 17! 0 zavazie
— miesto zavesenia

OI
miesto zavesenia— *

brit2— |l O’

| zavazie | Al 0

A

Xi

v

Obr. 3. Spbsoby zavesenia reverzného kyvadla

A. Experimentalne urcenie hodnoty tiazového zrychlenia v mieste
fyzikalneho laboratoéria

Pomaécky

Reverzné kyvadlo, stopky, dizkové meradlo, posuvné meradlo.

Postup merania
1.  Posuvatelné zavaZie nastavime do polohy x; (napr. 1 cm) a odmeriame stopkami
dobu kmitov desiatich peridd 10T okolo osi O.

2. Po zaveseni kyvadla na druhy brit podobne zmeriame dobu kmitov desiatich period
10T’, kyvadlo sa kyva okolo osi O” (Obr. 3.).
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3.

Postup opakujeme pre dalSie polohy posuvatelného zavazia, napr. x, (napr. 3 cm),
X3 (napr. 5 cm), x4 (napr. 7 cm), ... a hodnoty zapisujeme do tabulky 1 s presnostou
na najmensi dielik.

Tabulka 1.
i 1 2 3 n
x; (m)
10T (s)
107, (s)

Ziskané hodnoty doby kmitov 10T a 10T" pre r6zne polohy x; vynesieme do grafu
(Obr. 4.), preloZime regresiou kvadratického polynému (pretoZe teoreticka zavislost
je parabolickd). To urobime pre konfiguraciu so zdvazim hore aj dole a uréime
priesecnik kriviek graficky alebo vypocitanim pomocou regresnych koeficientov.
Pozn.: Nakreslime graf v prisluSnom tabulkovom procesore Excel, ktory zobrazi
zavislost periédy T; od polohy zdvaZia x;. Bodmi preloZzime polynomicku funkciu
druhého stupfia y = ax? + bx + c. V Exceli (ktory by mal imitovat LibreOffice)
vytvorime preloZenie kliknutim na bod v grafe pravym tlacidlom na mysi. Z ponuky
vyberieme ,pridat trendovd spojnicu”, z moZnosti vyberieme typ spojnice
»polynomické”, stupen 2 a zdroveri odklikneme mozZnost ,,zobrazit v grafe rovnicu”.

T(s) -

cmee—- e

10T = 107 |- + --

N PSS SN

S I
~
=
[
=
©
ad
-
S|

—
X1 Xy X3 Xy Xg Xs X

x(m)
Obr. 4. Zavislost doby kmitu T od vzdialenosti x vzhfadom na os O a 0’
Z takto zostrojeného grafu ur¢ime polohu x, posuvatelného zavazia (Obr. 2.), ktord

zodpoveda pripadu, ked 10T = 10T, t. j. ked peridda okolo obidvoch osi O a O’ je
rovnaka.
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Po nastaveni zavaZia na tuto hodnotu polohy x, experimentalne overime sthlas 10T
posuvatelné zavaZzie jemne posunieme (priblizne o 0,5 cm) na jednu alebo druhu
stranu okolo polohy x,. Postup opakujeme.

Ur¢ime $tandardnd neistotu redukovanej dizky gy, pricom jej hodnota priblizne
zodpovedd Zpax/V3, kde Zzy., je hodnota najmensieho dielika meracieho
zariadenia, t. j. dizkového meradla.

Po ziskani rovnosti 10T = 10T’ vykoname meranie periody okolo jednej z osi
postupnou metddou. Odporiu¢ame vzdialenejSiu os O od taZiska kyvadla (Obr. 3.)
a namerané hodnoty zaznamenavame do tabulky 2.

Kyvadlo uvedieme do pohybu tak, aby amplitida (uhlova vychylka z rovnovainej
polohy) bola v intervale 5° az 10° od zvislej polohy kyvadla. Po rozkmitani kyvadla
vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou metddou uréime periédu
kmitov kyvadla. Namerané hodnoty peridd zapisujeme do tabulky 2. Kyvadlo pocas
merania nezastavujeme a prislusné hodnoty c¢asu ziskavame pomocou stopiek
s medzi¢asom. Namerané hodnoty periéd zapisujeme do tabulky 2, kde udaj ¢4,
v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t5, v druhom riadku tabulky je doba 20

kmitov, atd".
Tabulka 2.

L ti0 (8) | 145 | tsyero (8) | Ti = (tussyero = tinr0)/50(s) | A= (T — T))? (s%)
1. tio 6. teo Ty = (teo — t10)/50

2. t20 7. t7o Ty = (t70 — t20)/50

3. t30 8- t80

4. t40 9 t90

5. tso 10. ti00

5
7= > a2 =
i=1

Vyhodnotenie merania

1.

Ur¢ime aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T a stredni kvadraticku
odchylku aritmetického priemeru o7.
Vysledok uréenia periédy kmitov kyvadla uvddzame vtvare T = (T + o7).
Hodnotu tiazového zrychlenia uréime podla vztahu (17), do ktorého dosadime
namerant hodnotu redukovanej dizky I, (vzdialenost britov) a priemerna hodnotu
periody T, t. j.

4an?l,

g: 7_—'2
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Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veliiny ndjdeme
neistotu a; pomocou neist6t priamo meranych velicin T, I, podla vztahu

dg z dg z
o5 = (ﬁ) oz + (a—lr) of.

Ur&ime, ktora z tychto veli¢in (T, I.) prispieva k vyslednej neistote veli¢iny g

najvacSou mierou, t. j. ktory z dvoch scitancov v rovnici je najvacsi.

Vysledok merania tiazového zrychlenia uvedieme v tvare g = (g * ayp).

Urcenl hodnotu tiaZzového zrychlenia porovname s vypocitanou hodnotou, uréenou
pre konkrétnu polohu ,Zilina“ (uhol a nadmorskd vy$ku uréime kartograficky).
Hodnoty stredného polomeru a hmotnosti Zeme pouZijeme z tabuliek.

Ak ste absolvovali meranie v Ulohe s nazvom Matematické kyvadlo, potom
porovnajte uréenu hodnotu tiaZzového zrychlenia v tejto Ulohe s experimentalne
uréenou hodnotou tiaZzového zrychlenia v Ulohe s matematickym kyvadlom.

V zavere zistite, ktord z metdd na uréenie tiazového zrychlenia je presnejsia.
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Tabulka 5. Vybrané zakladné fyzikalne konstanty podla Sl

Nazov konstanty

Znacka a hodnota konstanty

tiaZové zrychlenie (45° zemepisnej Sirky)

g =9,80665m:-s?

rychlost svetla vo vakuu

€c=299792458m-s™!

elementérny naboj

e =1,602177 634-10719C

permeabilita vakua

Uo =41 107’H-m™1 = 1,256 637- 1076 N+ A~2

permitivita vakua

& =8,854187-10"12F- m™!

normalny tlak

Py = 101 325 Pa

normalna teplota

T, = 273,15 K

gravita¢na konstanta

kK =6,67259-10"11 N-m?- kg2

Boltzmannova konsStanta

k=1,380649-10"23]-K™1

Avogadrova konstanta

N, = 6,022 140 76 - 1023 mol™?

moldrna plynova konstanta

R =8,314510]-mol~1-K™?!

moladrny objem idedIneho plynu prip, a T,

V, = 22,413 83103 m3 - mol™!

Faradayova konstanta

F =96 485,332 12 C- mol™*

Planckova konstanta

h=6,62607015-1073*]-s

atomova hmotnostna konstanta

m, = 1,660 539 066 - 1027 kg

Stefan-Boltzmanova konstanta

0="5670374419-108 W-m™2-K™*

leVv

1,602 176 634 - 10719]
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