
Reprezentacie grupy SO(3)
M.Gintner

definicna podmienka:
RTR = I (1)

kde R je realna matica, kedze ide o rotacie na realnom vektorovom priestore.
V infinitezimalnom tvare

(I + iJ)T (I + iJ) = I (2)

odkial
JT = −J (3)

To znamena, ze J je antisymetricka matica. Vzhladom na realnost matice R, je realna aj matica
iJ , takze

J∗ = −J. (4)

Z (3) a (4) dostaneme, ze J je hermitovska matica

J† = J. (5)

To znamena, ze J ma realne vlastne hodnoty a ze vlastne vektory prisluchajuce roznym vlastnym
hodnotam su navzajom ortogonalne.

Matica J je vektorom v 3dim vektorovom priestore algebry grupy SO(3). Zvolime bazu (gen-
eratory) J1, J2, J3, v ktorej ma SO(3) algebra tvar

[Ja, Jb] = iεabcJc, a, b, c = 1, 2, 3. (6)

Potom
J = φaJa, (7)

kde φa su realne koeficienty. Aj pre Ja platia vztahy (3), (4) a (5).
Definujme pomocou generatorov nasledovne matice

J2 ≡ J2
1 + J2

2 + J2
3 , (8)

J± ≡ J1 ± iJ2. (9)

Mozeme odvodit nasledovne vztahy

[J2, Ja] = 0, ∀a, (10)

[J+, J−] = 2J3, [J3, J±] = ±J±, [J2, J±] = 0 (11)

J2 − J3 ± J3 =





J+J−
J−J+

(12)

Matica J2 je ocividne hermitovska. Pre transponovane J± dostaneme

JT± = JT1 ± iJT2 = J∗1 ± iJ∗2 = (J1 ∓ iJ2)∗ = J∗∓

takze
J†± = J∓. (13)
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Kedze J3 a J2 komutuju, maju spolocne vlastne vektory ~v

J3~v = m~v, J2~v = µ2~v. (14)

Definujme vektory ~v±
~v± ≡ J±~v. (15)

Ukazeme, ze ~v± su tiez vlastne vektory matic J3 a J2

J3~v± = J3J±~v = J±(J3 ± I)~v = (m± 1)~v±

J2~v± = J2J±~v = J±J2~v = µ2~v±

Kedze vektory ~v, ~v+ a ~v− zodpovedaju roznym vlastnym hodnotam — menovite m, m + 1 a
m − 1 — su navzajom ortogonalne. Zdalo by sa, ze tymto sposobom sa da pomocou matic J±
skonstruovat nekonecna postupnost navzajom ortogonalnych vlastnych vektorov matice J3, pricom
jej jednotlive vlastne hodnoty sa od seba lisia o 1. Sucasne su to aj vlastne vektory matice J2 s
jedinou vlastnou hodnotou µ2. Znamenalo by to, ze matice J3 a J2 “ziju” na nekonecnorozmernom
vektorovom priestore, co by zodpovedalo nekonecnorozmernej reprezentacii grupy SO(3).

Da sa ale ukazat, ze vlastne hodnoty m su zdola aj zhora ohranicene:

0 ≤ ~vT±~v± = ~v†±~v± = (J±~v)†(J±~v) = ~v†J∓J±~v = ~v†(J2 − J2
3 ∓ J3)~v = [µ2 −m(m± 1)]~v†~v,

kde v druhom kroku sme vyuzili realnost vektoroveho priestoru a v dalsich krokoch rovnice (12)
a (13). Kedze ~v†~v > 0, dostaneme podmienku

m(m± 1) ≤ µ2 (16)

co sa graficky da znazornit nasledovne:

µ2

m−1 0 +1

m(m+1) m(m−1)

Povolene hodnoty m lezia vo vnutri cerveneho intervalu vyznaceneho na osi x. Takze ak µ2 je
konecne nezaporne cislo, dana reprezentacia by mala byt konecnorozmerna, pricom jej rozmernost
zavisi na hodnote µ2. (Cim vacsie µ2, tym viac rozmerov.)

Spektrum vlastnych hodnot moze by ohranicene zdola iba vtedy, ak existuje vlastny vektor ~v1,
pre ktory plati

J−~v1 = ~0. (17)
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Zodpovedajuce vlastne hodnoty matic J3 a J2 oznacme m1 a µ2

J3~v1 = m1~v1, J2~v1 = µ2~v1. (18)

Opakovanym posobenim matice J+ na ~v1 mozeme v principe generovat dalsie vlastne vektory, ktore
zodpovedaju vlastnym hodnotam matice J3 zvysenym oproti predoslej hodnote vzdy o jednotku.
Zo vztahu (17) vyplyva

0 = ~v†1J+J−~v1 = ~v†1(J2 − J2
3 + J3)~v1 = [µ2 −m1(m1 − 1)]~v†1~v1

Nakolko ~v†1~v1 > 0, dostaneme
m1(m1 − 1) = µ2. (19)

Spektrum vlastnych hodnot moze byt ohranicene zhora iba ak po konecnom pocte aplikacii J+

na ~v1 dostaneme vektor ~vd taky, ze
J+~vd = 0, (20)

pricom
J3~vd = md~vd, J2~vd = µ2~vd. (21)

Z rovnice 0 = ~v†dJ−J+~vd potom vyplyva

md(md + 1) = µ2. (22)

Kombinaciou (19) a (22) dostaneme rovnicu

(m1 −md)(m1 +md) = (m1 +md).

Tato rovnica ma niekolko rieseni:

1. m1 = md = 0:
potom aj µ2 = 0 a to zodpoveda jednorozmernej reprezentacii

2. m1 = md + 1:
toto je v rozpore s md ≥ m1

3. md = −m1:
- ak d oznacuje pocet vlastnych vektorov, ktore sucasne tvoria bazu, potom d je aj rozmernost
reprezentacie
- plati:

md = m1 + d− 1

kedze m1 = −md, dostaneme
2md + 1 = d

vzhladom na to, ze d = 0, 1, 2, 3, . . ., mozne hodnoty md su 0, 1
2 , 1,

3
2 , 2, . . ., pricom µ2 zod-

povedajuce danemu md je dane rovnicou (22).
- toto riesenie zahrna aj pripad 1, t.j. m1 = md = 0

Zhrnme teraz, co sme sa na zaklade tychto rieseni dozvedeli o moznych reprezentaciach SO(3)
algebry. V zhode so zvyklostami zmenme oznacenie md na j. Dana reprezentacia SO(3) algebry
je charakterizovana fixovanou vlastnou hodnotou µ2 matice J2, pre ktoru plati

µ2 = j(j + 1), (23)
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pricom premenna j moze nadobudat hodnoty

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, 2, . . . (24)

Ocividne, hodnota j moze indexovat jednotlive reprezentacie rovnako dobre ako µ2, pricom rozmer-
nost danej reprezentacie je dana vztahom

d = 2j + 1. (25)

V reprezentacii j zodpovedaju jednotlivym vlastnym vektorom matice J3 vlastne hodnoty

m = −j,−j + 1, . . . ,+j (26)

Teraz by sme si mohli mysliet, ze najdenim reprezentacii SO(3) algebry sme sucasne nasli
aj reprezentacie SO(3) grupy. Ukaze sa, ze to tak nie je. Algebra Lieovej grupy definuje struk-
turu grupy v okoli jednotkoveho prvku. Pre niektore grupy moze ich algebra odrazat strukturu
celej grupy, pre niektore nie. Mozu byt dve rozdielne grupy, ktore maju rovnaku strukturu v
okoli jednotkoveho prvku a budu mat aj rovnaku algebru (hovorime, ze su navzajom lokalne
izomorfne), ale mozu sa od seba lisit na vacsich vzdialenostiach od jednotkoveho prvku. Tymto
grupam zodpovedaju rozne diferencovatelne variety, to znamena, ze sa lisia vo svojich globalnych
vlastnostiach.

Mozme to ilustrovat prave na vztahu grup SO(3) a SU(2). Uvazujme 3D rotaciu okolo osi z
o uhol φ. Takato rotacia je reprezentovana maticou exp(iφJ3). V d-rozmernej reprezentacii sa pri
tom vektor ~v bazoveho priestoru transformuje nasledovne

eiφJ3~v = eiφJ3(c−j~v−j+c−j+1~v−j+1+. . .+cj~vj) = c−jei(−j)φ~v−j+c−j+1e
i(−j+1)φ~v−j+1+. . .+cje

i(+j)φ~vj,

kde sme vyuzili moznost rozkladu vektora ~v do bazy vlastnych vektorov operatora J3. Pri 3D
rotaciach je otocenie o φ = 2π identicka transformacia. Identitu pre eiπJ3 vsak dostaneme len vtedy,
ked j = 0, 1, 2, 3, . . .. V pripade polociselnych hodnot j dostaneme eiφJ3~v = −~v. Takze grupu
SO(3) reprezentuju len tie riesenia algebry SO(3), ktore zodpovedaju celociselnym hodnotam
premennej j.

Identicku algebru ako grupa SO(3) ma grupa SU(2). Tieto dve grupy su navzajom lokalne
izomorfne. Reprezentacie algebry SO(3) — ktora je ale sucasne aj algebrou grupy SU(2) — s
polociselnym j generuju reprezentacie grupy SU(2). Kvoli vytvoreniu dostatocneho chaosu sa
tymto reprezentaciam zvykne hovorit spinorove reprezentacie grupy SO(3). Reprezentacie grupy
SO(3), ktore zodpovedaju celocislenym hodnotam j su sucasne aj reprezentaciami grupy SU(2).
Treba tiez poznamenat, ze reprezentacie grupy SU(2) nie su obmedzene na realne matice, cize
bazovy priestor reprezentacie moze byt aj komplexny. A to je presne to, co potrebujeme v QM,
pretoze Hilbertov priesor je komplexny a my chceme vediet, ako sa transformuju pri rotaciach
stavove vektory.
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