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Geometria nelineárneho sigma modelu
M.Gintner

1 Pŕıpad SO(3) symetrie

1.1 Lineárny sigma model

Majme triplet skalárnych poĺı

Φ =



π1

π2

π3


 , (1)

ktorého fyzika je oṕısaná klasickým pol’ovým Lagrangiánom

L =
1
2
∂µΦT∂µΦ− V (|Φ|), |Φ| =

√
ΦTΦ, (2)

kde potenciál V (|Φ|) má minimum nie pre nulové polia π1 = π2 = π3 = 0, ale pre konfigurácie
poĺı, ktoré sṕlňajú podmienku

ΦTΦ = v2 > 0. (3)

Takýto Lagrangian sa nazýva lineárny sigma model. Rovnica (3) definuje gul’ovú plochu S2
v o

polomere v. Pre stavy Φ z tejto gul’ovej plochy plat́ı

∂V

∂|Φ| = 0,
∂2V

∂|Φ|2 > 0. (4)

Ak Φ je SO(3) vektor, čiže
Φ′ = O(g)Φ, g ∈ SO(3), (5)

kde O(g) je 3× 3 matica sṕlňajúca podmienky

OT (g)O(g) = I, detO = 1, (6)

potom Lagrangian (2) je SO(3) invariantný. O tom sa presvedč́ıme l’ahko, ak si uvedomı́me, že
Φ2 = ΦTΦ je invariantom SO(3) transformácíı.

Matice O(g) sú fundamentálnou reprezentáciou grupy SO(3). Možno ich vyjadrit’ v tvare

O(g) = exp(iαaJa), a = 1, 2, 3, (7)

kde generátory Ja sṕlňajú komutačný vzt’ah [Ja, Jb] = iεabcJc. Vo fundamentálnej reprezentácii
tomu vyhovujú matice

(Ja)bc = −iεabc. (8)

Potom infinitezimálne malá SO(3) transformácia má tvar

O(α1, α2, α3) = I + iαaJa =




1 α3 −α2

−α3 1 α1

α2 −α1 1


 , (9)
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čo pre transformáciu skalárnych poĺı πi dáva

π′1 = π1 + α3π2 − α2π3, (10)

π′2 = π2 − α3π1 + α1π3, (11)

π′3 = π3 + α2π1 − α1π2, (12)

kde αa sú nekonečne malé reálne parametre.
Základný stav (energetické minimum) systému, ktorý je oṕısaný Lagrangianom (2), nie je

jedinečný. Takýchto stavov je nekonečne vel’a a všetky ležia na gul’ovej ploche definovanej rovnicou
(3). Aby sme mohli tento systém kvantovat’, tak spomedzi všetkých týchto mińım treba zvolit’
skutočné fyzikálne vákuum. Pokial’ nám túto vol’bu neurčia okolnosti situácie, ktorú opisujeme,
môžeme si za vákuum zvolit’ l’ubovol’ný bod na ploche S2

v . Nech je to napŕıklad konfigurácia

Φ0 =




0

0

v


 . (13)

Toto vákuum (ani žiadne iné, ktoré by sme mohli zvolit’) nie je invariantné voči SO(3) trans-
formáciám, aj ked’ všetky SO(3) transformácie l’ubovol’ného minima nás opät’ dostanú do minima1.
Je však invariantné voči rotáciám okolo osi 3, ktoré tvoria podgrupu SO(2) grupy SO(3). Grupu
rotácíı okolo osi 3 budeme označovat’2 ako SO(2)3. Túto podgrupu grupy SO(3) tvoria matice H
v tvare

H =



W11 W12 0

W21 W22 0

0 0 1


 , W TW = I2×2, detW = 1. (14)

Tieto transformácie sú generované generátorom J3

H = exp(iα3J3) α3�1−→




1 α3 0

−α3 1 0

0 0 1


 (15)

Vákuum (13) má teda menšiu symetriu ako Lagrangian (2). Hovoŕıme, že vol’bou vákua je
symetria systému spontánne narušená z SO(3) na SO(2)3.

Vzhl’adom na charakter potenciálu v Lagrangiane (2) zmeny konfigurácie pol’a, ktoré nás
ponechávajú na povrchu S2

v , nemenia energiu systému a teda nevyžadujú konanie žiadnej práce.
Naproti tomu každá konfigurácia pol’a ležiaca mimo plochy S2

v má väčšiu energiu ako na S2
v a

preto na prechod do tejto konfigurácie z S2
v prácu konat’ treba. Pozrieme sa na dôsledky tejto

skutočnosti pri vol’be vákua podl’a (13).
Uvažujme excitácie pol’a Φ z vákuového stavu Φ0. Tieto excitácie môžeme parametrizovat’

poliami π1, π2, σ tak, že

Φ(x) = Φ0 + δΦ(x), δΦ(x) =



π1(x)

π2(x)

σ(x)


 . (16)

1Pre znalcov poznamenávame, že plocha (3) je SO(3) orbitou pre každý bod na tejto ploche. Tiež, že táto
plocha je homogénny priestor pôsobenia transformácíı grupy SO(3), nakol’ko obsahuje len jednu orbitu.

2Korektneǰsie by bolo povedat’, že SO(2)3 označuje reprezentáciu rotácíı okolo osi 3.
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Fyziku excitácíı π1, π2, σ opisuje Lagrangian, ktorý dostaneme zodpovedajúcou reparametrizáciou
Lagrangianu (2)

L =
1
2

(∂µπ1∂
µπ1 + ∂µπ2∂

µπ2 + ∂µσ∂
µσ)− V (|Φ|), (17)

kde |Φ| =
√
π2

1 + π2
2 + (v + σ)2. Tie členy Lagrangianu, ktoré udávajú hmotnosti jednotlivých poĺı,

sú kvadratickými funkciami týchto poĺı. Zo (17) je zrejmé, že takéto členy sa môžu nachádzat’ len
v potenciáli V (|Φ|). Koeficienty týchto členov dostaneme ako druhé derivácie potenciálu V (|Φ|)
podl’a jednotlivých excitácíı

∂2V

∂η∂ζ
=

∂2V

∂|Φ|2
∂|Φ|
∂η

∂|Φ|
∂ζ

+
∂V

∂|Φ|
∂2|Φ|
∂η∂ζ

, (18)

kde η, ζ ∈ (π1, π2, σ) a derivácie berieme v bode Φ0. Ked’ zvážime (4) a to, že

∂|Φ|
∂πi

∣∣∣∣∣
Φ0

= 0,
∂|Φ|
∂σ

∣∣∣∣∣
Φ0

= 1, (19)

dostaneme
∂2V

∂πi∂πj

∣∣∣∣∣
Φ0

=
∂2V

∂πi∂σ

∣∣∣∣∣
Φ0

= 0 (20)

kde i, j = 1, 2 a
∂2V

∂σ2

∣∣∣∣∣
Φ0

> 0. (21)

Odtial’ vyplýva3, že excitácie π1 a π2 majú nulovú hmotnost’, zatial’̌co σ má hmotnost’ nenulovú.
Dôsledkom spontánneho narušenia symetrie z trojparametrickej (tri generátory) Lieovej grupy
SO(3) na jednoparametrickú (jeden generátor) SO(2) sú 3 − 1 = 2 nehmotné skalárne bozóny,
ktoré sa zvyknú nazývat’ aj Nambu-Goldstonove bozóny, a jeden skalárny bozón, hovorme mu
Higgsov, s nenulovou hmotnost’ou.

1.2 Nelineárny sigma model

Uvažujme fyzikálny systém, v ktorom budú skalárne polia viazané len na povrch4 S2
v . Matematicky

to znamená, že sú pŕıpustné len také konfigurácie tripletu poĺı Φ, ktoré sṕlňajú podmienku (3).
Takáto väzba nás ponechá len s dvoma nezávislými poliami, povedzme π1 a π2, pričom π3 je
funkciou prvých dvoch

π3 = ±
√
v2 − π2

1 − π2
2. (22)

Všimnime si, že polia π1,2 sú vlastne súradnicami bodov na povrchu gule S2
v . Po dosadeńı (22)

Lagrangian (2) nadobudne tvar

L =
1
2

(∂µπa)(∂
µπa) +

1
2

(πa∂µπa)(πb∂µπb)
v2 − π2

1 − π2
2

, a, b = 1, 2. (23)

3Lagrangian pre vol’né reálne skalárne pole φ má tvar L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2, kde m je hmotnost’ pol’a φ.
4Takýto systém môže predstavovat’ ńızkoenergetickú limitu systému (2), ked’ energia popisovaných dejov je

ovel’a menšia ako hmotnost’ Higgsovho bozónu a všetky energeticky dosiahnutel’né konfigurácie pol’a budú v tesnej
bĺızkosti plochy S2

v .
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Druhý výraz v (23) sá dá previest’ do polynomiálneho tvaru v poliach za cenu rozvoja do nekonečného
radu v mocninách π/v, kde π2 = π2

1 + π2
2. Potom, využijúc

1
1− x2

= 1 + x2 + . . . , (24)

dostaneme pre fyziku poĺı na guli S2
v Lagrangian

L =
1
2
gab(∂µπa)(∂

µπb), a, b = 1, 2, (25)

kde

gab = δab +
πaπb
v2

(
1 +

π2

v2
+ . . .

)
. (26)

Tento Lagrangian opisuje tzv. nelineárny sigma model. Polia π1, π2 sa voči grupe SO(3) trans-
formujú vo všeobecnosti nelineárne. Pŕıslušné transformačné vzt’ahy pre infinitezimálne trans-
formácie dostaneme z (10), (11) a (22)

π′1 = π1 + α3π2 ∓ α2

√
v2 − π2, (27)

π′2 = π2 − α3π1 ± α1

√
v2 − π2, (28)

kde horné znamienka platia pre π3 > 0 a dolné pre π3 < 0. Pre malé excitácie v okoĺı bodu Φ0 a
s využit́ım

√
1− x2 = 1− x2/2 + . . . môžeme naṕısat’

π′1 = π1 + α3π2 ∓ α2v

(
1− 1

2
π2

v2

)
, (29)

π′2 = π2 − α3π1 ± α1v

(
1− 1

2
π2

v2

)
, (30)

Lineárne sa polia π1 a π2 transformujú voči podgrupe SO(2)3, čo vid́ıme, ked’ porovnáme (27)
a (28) s rovnicou (14). Ked’̌ze väzba (22), ktorou sa prechádza od lineárneho k nelineárnemu
modelu, je SO(3) symetrická, táto symetria sa preniesla aj na Lagrangian (25). Skomplikovali sa
však transformačné vzt’ahy a demonštrovat’ túto symetriu je teraz o dost’ pracneǰsie.

1.3 O faktormnožine G/H

Majme grupu G a jej podgrupu H a nejaký prvok g ∈ G. Potom l’avou zvyškovou triedou (left
coset) gH nazveme množinu {gh|∀h ∈ H}. Analogicky môžeme definovat’ pravú zvyškovú triedu
(right coset) Hg = {hg|∀h ∈ H}. Vo všeobecnosti gH 6= Hg. V d’aľsom budeme pre konkrétnost’
uvažovat’ l’avé zvyškové triedy, pričom vynecháme pŕıvlastok “l’avá”. Analogické tvrdenia ako pre
l’avé budú platit’ aj pre pravé zvyškové triedy.

Každý prvok grupy G patŕı práve do jednej zvyškovej triedy. Takže zvyškové triedy definujú
rozklad grupy G na triedy ekvivalencie. Tento rozklad je úplný a všetky triedy majú rovnakú
mohutnost’. Zvyškovou triedou, ktorá obsahuje jednotkový prvok, je samotná podgrupa H.

Faktormnožinou (quotient set, coset space) G/H nazveme množinu všetkých l’avých zvyškových
tried, na ktoré grupu G rozkladá podgrupa H. Triviálnymi faktormnožinami sú G/G a G/{e},
kde e ∈ G je jednotkový prvok grupy G. Faktormnožina G/G obsahuje len jednu zvyškovú triedu,
ktorá obsahuje všetky prvky grupy G. Faktormnožina G/{e} je totožná s G. Každý prvok grupy
G je tu samostatnou zvyškovou triedou.
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Podgrupa H ′ ⊂ G je konjugovaná s podgrupou H ⊂ G práve vtedy, ked’

∃g ∈ G : H ′ = gHg−1. (31)

Podgrupa H ′ je izomorfná s podgrupou H. Všetky navzájom konjugované podgrupy tvoria triedu
ekvivalencie.

Podgrupa H grupy G je normálnou podgrupou, ak pre všetky g ∈ G je H konjugovaná sama
so sebou

∀g ∈ G : H = gHg−1. (32)

Ak H je normálna podgrupa grupy G, potom G/H tiež tvoŕı grupu. Grupové násobenie tejto
grupy je definované nasledovne

[g] ∗ [g′] = [gg′], (33)

kde [g] označuje l’avú zvyškovú triedu gH. Jednotkovým prvkom tejto grupy je [e] = H, inverzným
prvkom je [g−1]. Takáto grupa sa nazýva faktorgrupa (quotient group).

1.4 Akcia Lieovej grupy na variete

L’avá (pravá) akcia Lieovej grupy G na variete M je diferencovatel’né zobrazenie G ×M → M ,
ktoré sṕlňa nasledovné kritériá

l’avá akcia: Lgh(x) = Lg(Lh(x)), Le(x) = x, (34)

pravá akcia: Rgh(x) = Rh(Rg(x)), Re(x) = x, (35)

kde x je l’ubovol’ný bod variety M , g a h sú l’ubovol’né prvky grupy G a e je jednotkový prvok
grupy G. Skrátene by sa l’avá akcia grupy G dala zaṕısat’ ako gx a pravá akcia ako xg. V tejto
notácii budú mat’ definičné vzt’ahy (34), (35) tvar

l’avá akcia: (gh)x = g(hx), ex = x, (36)

pravá akcia: x(gh) = (xg)h, xe = x. (37)

Akcia grupy na variete je tranzit́ıvna, ak pre

∀x1, x2 ∈M, ∃g ∈ G : gx1 = x2, resp. x1g = x2. (38)

To znamená, že l’ubovol’né dva body variety M je možné spojit’ pôsobeńım nejakého prvku grupy
G.

Orbita Ox bodu x ∈ M je podmnožina variety M , ktorú dostaneme akciou celej grupy G na
bod x

Ox = {gx|∀g ∈ G}. (39)

V obecnosti je varieta M zjednoteńım svojich orb́ıt, ktoré medzi sebou pôsobeńım grupy G neko-
munikujú. Každý bod variety M patŕı práve do jednej orbity. Orbity definujú na M reláciu
ekvivalencie. Bod variety M , ktorý je totožný so svojou orbitou, sa nazýva stabilným bodom
pôsobenia grupy G na variete M .

Akcia grupy na variete, ktorá je súčasne orbitou, je tranzit́ıvna. Varieta, ktorá obsahuje len
jednu orbitu sa nazýva homogénnym priestorom. Homogény priestor je homomorfný s grupou
G. Každému prvku G vieme jednoznačne priradit’ bod homogénneho priestoru a to tak, že akcie
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grupy na tomto priestore reprodukujú grupové operácie. Homogénny priestor je orbitou každého
svojho bodu.

Stabilizátor bodu x ∈ M sa nazýva taká podgrupa Gx grupy G, voči pôsobeniu ktorej je bod
x invariantný

Gx = {g ∈ G|gx = x}. (40)

Podgrupa Gx sa zvykne tiež nazývat’ stacionárna podgrupa, malá grupa alebo izotropná grupa. Ak
je stabilizátorom bodu x ∈ M podgrupa Gx, potom stabilizátorom bodu gx ∈ M je podgrupa
Ggx = gGxg

−1, čiže grupa konjugovaná s Gx.
Nech G je grupa a H jej podgrupa. Na faktormnožine G/H sa dá zaviest’ l’avá akcia grupy G,

pričom G/H je voči tomuto pôsobeniu homogénnym priestorom. Ak g, g′ ∈ G, [g] ∈ G/H, potom
l’avá akcia G na G/H sa dá definovat’ nasledovne

g′[g] = [g′g]. (41)

Skutočne, e[g] = [eg] = [g] a pre ∀g′, g′′ ∈ G plat́ı

g′(g′′[g]) = g′[g′′g] = [g′(g′′g)] = [(g′g′′)g] = (g′g′′)[g]. (42)

Ked’̌ze pre ∀g1, g2 ∈ G, ∃g3 ∈ G : g2 = g3g1, neexistujú také dve l’avé zvyškové triedy, ktoré by
nebolo možné spojit’ akciou grupy G. Akcia grupy G na G/H je teda skutočne tranzit́ıvna.

Všetky homogénne priestory grupy G sú, až na izomorfizmus, vyčerpané faktormnožinami
G/H. Dva l’avé homogénne priestory (M,Lg) a (N, L̃g) grupy G sú izomorfné (ekvivalentné), ak
medzi nimi existuje ekvivariantné bijekt́ıvne zobrazenie f : M → N :

M
Lg−→ M

f ↓ f ↓
N

L̃g−→ N

, Lg ◦ f = f ◦ L̃g. (43)

Ak H a H ′ sú dve navzájom konjugované podgrupy grupy G, potom homogénne priestory G/H a
G/H ′ sú izomorfné. Najväčš́ı homogénny priestor grupy G je priestor izomorfný samotnej grupe
G. Nazýva sa hlavný homogénny priestor.

Nech M je homogénny5 priestor grupy G a Gx ⊂ G stabilizátor6 bodu x ∈ M . Potom
zobrazenie

f : gx 7→ [g] ∈ G/Gx (44)

je izomorfizmom M → G/Gx. To znamená, že priestory M a G/Gx sú ekvivalentné.
Dôkaz:
1) bijekt́ıvnost’ zobrazenia f : Ukážeme, že f je zobrazenie, t.j. plat́ı

[g1] 6= [g2]⇒ g1x 6= g2x.

Negácia je
[g1] 6= [g2] ∧ g1x = g2x.

Ale
g1x = g2x⇒ h ≡ g−1

1 g2 ∈ Gx ⇒ [g2] = [g1g
−1
1 g2] = [g1h] = [g1],

5Ked’̌ze M je homogénny priestor, je orbitou bodu x a teda každý bod M sa dá vyjadrit’ ako gx alebo, v
alternat́ıvnej notácii, Lg(x).

6To znamená, že gx = x, ∀g ∈ Gx.
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čo je spor s predpokladom a teda f je zobrazenie. Zobrazenie f je očividne surjekt́ıvne (na množinu
G/Gx), nakol’ko každé [g] má svoj vzor, menovite gx. Nakoniec muśıme ukázat’, že f je injekt́ıvne,
t.j. že

g1x 6= g2x⇒ [g1] 6= [g2].

Opät’ sporom. Testujeme negáciu pôvodného výroku

g1x 6= g2x ∧ [g1] = [g2].

Ale
[g1] = [g2]⇒ ∃h ∈ Gx : g2 = g1h⇒ g2x = g1hx = g1x,

čo je spor s predpokladom. Takže zobrazenie f je injekt́ıvne a berúc do úvahy všetky dokázané
vlastnosti — bijekt́ıvne.
2) f je ekvivariantné zobrazenie: Nech Lg je akcia grupy G na M

Lg′(y) = g′y = y′, g′ ∈ G, y, y′ ∈M
a L̃g akcia grupy G na G/Gx

L̃g′([g]) = g′[g] = [g′g] = [g′′], g, g′, g′′ = gg′ ∈ G, [g], [g′], [g′′] ∈ G/Gx.

Potom
y = gx ∈M Lg′−→ M 3 y′ = g′y = (g′g)x

f ↓ f ↓
[g] ∈ G/Gx

L̃g′−→ G/Gx 3 g′[g] = [g′g]

, Lg ◦ f = f ◦ L̃g, (45)

čiže f je naozaj ekvivariantné zobrazenie. Bijekt́ıvnost’ a ekvivariantnost’ zobrazenia f znamená,
že priestory M a G/Gx sú ekvivalentné (vid’ (43)), čo bolo treba dokázat’.

Z ekvivalentnosti medzi priestormi M a G/Gx vyplýva, že každý bod z M reprezentuje práve
jednu l’avú zvyškovú triedu z G/Gx a naopak.

Pri hl’adańı ekvivalencie medzi faktormnožinou G/H a homogénnym podpriestorom variety V
môžeme postupovat’ podl’a nasledovného receptu:

1. Nájdeme nejakú akciu Lg grupy G na variete V .

2. Nájdeme orbitu Ox nejakého bodu x ∈ V . Táto orbita je homogénnym priestorom.

3. Nájdeme stabilizátor H bodu x.

4. Potom faktorpriestor G/H je ekvivalentný orbite Ox, t.j. G/H = Ox.
Pripomeňme, že G/H má štruktúru grupy, ak H je normálna podgrupa.

1.5 Akcia SO(3) na R3

Pôsobenie (l’avá akcia) grupy G = SO(3) na priestore R3 je zobrazeńım G × R3 → R3. Toto
pôsobenie môže byt’ realizované linárne, násobeńım vektorov (1) maticami (6) a môžeme si ho
predstavit’ ako 3dim rotácie okolo ośı prechádzajúcich počiatkom Φp = (0, 0, 0).

Orbitou l’ubovol’ného bodu Φ ∈ R3 je plocha S2, ktorá je povrchom gule s polomerom |Φ|.
Každý bod priestoru R3 patŕı práve do jednej orbity. Bod Φp je stabilným bodom pôsobenia
SO(3) na R3, pretože je sám sebe orbitou.
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Stabilizátorom (malou grupou) l’ubovol’ného bodu Φ ∈ R3 sú rotácie okolo osi prechádzajúcej
týmto bodom. Tieto rotácie zachovávajú bod Φ a sú podgrupou SO(2) grupy SO(3).

L’avá akcia grupy SO(3) na ploche S2 je tranzit́ıvna a plocha S2 je z tohoto pohl’adu ho-
mogénnym priestorom: každý bod v S2 je nejakou SO(3) rotáciou dosiahnutel’ný z l’ubovol’ného
iného bodu S2.

Postupujúc podl’a receptu zo záveru časti 1.4 dospejeme k záveru, že faktormnožina SO(3)/SO(2)
je ekvivalentná povrchu gule S2,

SO(3)/SO(2) = S2. (46)

Každý bod z S2 reprezentuje práve jednu l’avú triedu faktormnožiny SO(3)/SO(2) a naopak.
Zvol’me na orbite S2 o polomere v bod Φ0 = (0, 0, v). Stabilizátorom tohoto bodu sú SO(2)

rotácie okolo osi 3, ktoré v tomto špeciálnom pŕıpade budeme označovat’ SO(2)3. Tieto rotácie

H(ϕ3) ≡ O(0, 0, ϕ3) = exp(iϕ3J3) ∈ SO(2)3 (47)

transformujú bod Φ0 na seba samého. Každý bod priestoru S2\{Φ0} je možné z bodu Φ0 dosiahnut’
rotáciou okolo osi, ktorá lež́ı v rovine kolmej na os 3. Takúto rotáciu môžeme zaṕısat’ v tvare

X(ϕ1, ϕ2) ≡ O(ϕ1, ϕ2, 0) = ei(ϕ1J1+ϕ2J2) ∈ SO(3) \ SO(2)3. (48)

Každý7 bod Φ priestoru S2 je jednoznačne zadaný hodnotami parametrov ϕ1,2 v súvislosti s
transformáciou

Φ(ϕ1, ϕ2) = X(ϕ1, ϕ2)Φ0. (49)

Č́ısla (ϕ1, ϕ2) teda môžu slúžit’ ako súradnice bodov v S2. Vzhl’adom na ekvivalenciu (46) tieto
súradnice súčasne parametrizujú l’avé zvyškové triedy faktorpriestoru SO(3)/SO(2)3. Matice
X(ϕ1, ϕ2) sú reprezentat́ıvnymi prvkami jednotlivých zvyškových tried.

Pôsobeńım l’ubovol’ného prvku grupy SO(3) na reprezentanta faktormnožinyX(ϕ1, ϕ2) dostaneme
opät’ prvok grupy SO(3)

O(g)X(ϕ1, ϕ2) = O(g′) ∈ SO(3) (50)

Matica O(g′) určite patŕı do niektorej zvyškovej triedy, ale nie je nevyhnutne totožná s jej reprezen-
tat́ıvnym prvkom. Od reprezentat́ıvneho prvku svojej triedy sa však ĺı̌si nanajvýš o maticu pod-
grupy SO(2)3

O(g′) = X(ϕ′1, ϕ
′
2)H(ϕ′3). (51)

Je ovšem zrejmé, že H bude vo všeobecnosti závisiet’ od pôvodného X a aj od g. Ked’ toto všetko
dáme dohromady s (50) a (51), dostaneme

O(g)X(ϕ1, ϕ2) = X(ϕ′1, ϕ
′
2)H(ϕ′3(ϕ1, ϕ2, g)). (52)

Odtial’ je už len krok k formálnemu transformačnému vzt’ahu pre prvkyX faktorpriestoru SO(3)/SO(2)3

voči transformáciám grupy SO(3)

X(ϕ′1, ϕ
′
2) = O(g)X(ϕ1, ϕ2)H−1(ϕ′3(ϕ1, ϕ2, g)). (53)

Táto rovnica súčasne definuje nelineárny transformačný vzt’ah pre súradnice (ϕ1, ϕ2). V in-
finitezimálnom tvare a pre bezprostredné okolie bodu Φ0 má vzt’ah (53) tvar

ϕ′1 = ϕ1 + α3ϕ2 + α1

[
1− 1

4
(ϕ2

1 + ϕ2
2)
]
, (54)

ϕ′2 = ϕ2 − α3ϕ1 + α2

[
1− 1

4
(ϕ2

1 + ϕ2
2)
]
. (55)

7Pri tomto tvrdeńı treba byt’ opatrný a pri jednotlivých Lieových grupách zvažovat’, aké vel’ké okolie jed-
notkového prvku pŕıslušnej grupy je možné parametrizovat’ v exponenciálnom tvare.
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Prechod medzi súradnicami (ϕ1, ϕ2) a (π1, π2) v bĺızkom okoĺı bodu Φ0 je daný vzt’ahmi

π1 = vϕ2, (56)

π2 = −vϕ1. (57)

Ked’ dosad́ıme (56) a (57) do (54) a (55), dostaneme

π′1 = π1 + α3π2 + α2v

(
1− 1

4
π2

v2

)
, (58)

π′2 = π2 − α3π1 − α1v

(
1− 1

4
π2

v2

)
. (59)

V pŕıpade, že O(g) = H(α3) ∈ SO(2)3, dostaneme pre tieto parametre lineárnu transformáciu

X(ϕ′1, ϕ
′
2) = H(α3)X(ϕ1, ϕ2)H−1(α3), (60)

čo v infinitezmálnom tvare je

 ϕ′1
ϕ′2


 =


 1 α3

−α3 1




 ϕ1

ϕ2


 . (61)

1.6 Geometrizácia nelineárneho sigma modelu

V predošlých častiach sme prǐsli k záveru, že polia nelineárneho sigma modelu “žijú” na povrchu
gule, ktorá je ekvivalentná faktormnožine SO(3)/SO(2). Polia nelineárneho sigma modelu sú však
súčasne Nambu-Goldstonove bozóny (NGB) s nulovou hmotnost’ou, ktoré sa objavili v lineárnom
sigma modeli v dôsledku spontánneho narušenia symetrie SO(3) → SO(2). Je zrejmé, že počet
NGB zodpovedá rozmernosti faktormnožiny, ktorá je zas daná počtom generátorov grupy SO(3),
ktoré nezachovávajú vákuum (stabilný bod). Takže

n(NGB) = dimSO(3)/SO(2) = dimSO(3)− dimSO(2) = 2. (62)

Začali sme so sigma modelom, ktorý opisoval triplet skalárnych poĺı. Nie je problém túto
situáciu zovšeobecnit’ na N+1 skalárnych poĺı. Symetria Lagrangiánu bude SO(N+1) a symetria
zvoleného vákua SO(N). V takom pŕıpade NGB budú “žit’” na povrchu N rozmernej gule SN =
SO(N + 1)/SO(N) a ich počet bude

n(NGB) = dimSO(N + 1)/SO(N) = dimSO(N + 1)− dimSO(N) = N. (63)

V skutočnosti je tento výsledok dost’ všeobecný a plat́ı vždy pre každý systém so spontánnym
narušeńım symetrie. Ak máme systém s globálnou symetriou G, ktorá je narušená na nejakú svoju
podgrupu H, potom v spektre takéhoto modelu sa objav́ı

n(NGB) = dimG/H = dimG− dimH (64)

Nambu-Goldstonových bozónov, ktoré budú “žit’” na faktormnožine G/H.
Dá sa ukázat’, že S-maticové elementy, a teda fyzikálne predpovede, nelineárneho sigma modelu

nezávisia na vol’be súradńıc parametrizujúcich faktormnožinu G/H, pokial’ sa tieto od seba ĺı̌sia
podl’a vzt’ahu

π′a = πa + fa(πb), (65)
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kde f je analytická funkcia, ktorej mocniný rozvoj obsahuje členy prinajmenšom druhého rádu
v súradniciach π. To znamená, že na popis fyziky NGB si môžeme zvolit’ l’ubovol’né analytické
súradnice parametrizujúce faktormnožinu G/H a dostaneme vždy rovnaké fyzikálne výsledky8.

V pŕıpade SO(3) nelineárneho modelu môžeme napŕıklad pri opise NGB zamenit’ polia (π1, π2)
za súradnice (ϕ1, ϕ2) priestoru S2, prenásobené škálovaćım faktorom v. Pripomeňme, že vzt’ah
medzi π a φ ≡ vϕ je aproximovaný v bĺızkom okoĺı vákua Φ0 rovnicami (56) a (57). Výhoda
parametrizácie NGB pomocou poĺı φ spoč́ıva v tom, že z týchto poĺı vieme zostrojit’ objekty s
dobre definovanými transformačnými vlastnost’ami voči grupe symetrie SO(3). Menovite, ukázali
sme v predošlej časti, že reprezentat́ıvny prvok zvyškovej triedy ξ(φ1, φ2) = exp(iφaJa/v) ∈
SO(3)/SO(2) sa voči SO(3) transformuje podl’a vzt’ahu (53), ktorý môžeme schématicky zaṕısat’
v tvare

ξ(φ′) = gξ(φ)h−1(φ, g), g ∈ SO(3), h ∈ SO(2)3 (66)

Za predpokladu, že pracujeme s unitárnymi reprezentáciami grupy SO(3), je pre ∀g ∈ G : g−1 =
g†, čiže

ξ′ = gξh†, ξ′† = hξ†g†. (67)

Matice J1 a J2 spolu s J3 definujú algebru so(3) grupy SO(3). Matica J3 naviac generuje
algebru so(2) podgrupy SO(2). Vzhl’adom na vzájomnú “kolmost’” generátorov Ji, ktorá je imp-
likovaná splneńım podmienky Tr(JiJj) ∼ δij, je každý objekt φ̂ ≡ φ1J1+φ2J2 prvkom so(3)\so(2).
To znamená, že je z doplnkového (kolmého) podpriestoru k so(2). Z komutačných vzt’ahov medzi
SO(3) generátormi vyplýva

[J3, J3] = 0 ∈ so(2), (68)

[J3, Ja] = iε3abJb ∈ so(3) \ so(2), (69)

[Ja, Jb] = iεab3J3 ∈ so(2), (70)

kde a = 1, 2. Odtial’ dostaneme

[so(2), so(2)] ⊂ so(2), (71)

[so(2), so(3) \ so(2)] ⊂ so(3) \ so(2), (72)

[so(3) \ so(2), so(3) \ so(2)] ⊂ so(2). (73)

Na grupe SO(3) je možné zadefinovat’ automorfizmus τ : SO(3)→ SO(3), ktorý je involut́ıvny.
To znamená, že τ 2 je identické zobrazenie. Vzhl’adom na (70) sa tento automorfizmus dá realizovat’
tak, že pre prvky grupy SO(3) v exponenciálnom tvare g = exp(iθ̂) bude platit’

τ(g) = exp(iτ(θ̂)), kde τ(θ̂) =





+θ̂, pre θ̂ ∈ so(2)

−θ̂, pre θ̂ ∈ so(3) \ so(2)
. (74)

Ked’ aplikujeme automorfizmus τ na transformačnú rovnicu (67), dostaneme

ξ(−φ′) = ξ†(φ′) = τ(g)ξ†(φ)h†, ξ(−φ′)† = ξ(φ′) = hξ(φ)τ(g†). (75)

Ked’̌ze φa sú polia, závisia na časopriestorových súradniciach. Definujme objekt9

αµ(φ) = iξ†(φ)∂µξ(φ) = ie−iφ̂/v∂µeiφ̂/v, (76)

8Greenove funkcie vo všeobecnosti ale na vol’be súradńıc závisia.
9V učeneǰśıch kruhoch sa αµ zvykne nazývat’ Maurer-Cartanova 1-forma.
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kde i sme do defińıcie zaviedli kvôli tomu, aby αµ bola hermitovská10 matica, α†µ = αµ. Dá sa
ukázat’ platnost’ nasledujúceho vzt’ahu11

exp(±iφ̂/v)∂µ exp(∓iφ̂/v) = ∓ i
v
∂µφ̂− 1

2!
(
i

v
)2[φ̂, ∂µφ̂]∓ 1

3!
(
i

v
)3[φ̂, [φ̂, ∂µφ̂]]− . . . . (77)

Vd’aka (70) a (77) vid́ıme, že mocninný rozvoj objektu αµ(φ) sa skladá striedavo z členov patriacich
do algebry so(2) — párne členy — a do doplnkového priestoru so(3)\so(2) — nepárne členy, takže
αµ ∈ so(3). S použit́ım (67) sa dá ukázat’, že voči grupe SO(3) sa αµ(φ) transformuje ako SO(2)
kalibračný bozón

αµ(φ′) = h(φ, g)αµ(φ)h†(φ, g) + ih(φ, g)∂µh
†(φ, g). (78)

S použit́ım (75) sa dá ukázat’, že rovnako sa transformuje aj αµ(−φ) = iξ(φ)∂µξ†(φ)

αµ(−φ′) = h(φ, g)αµ(−φ)h†(φ, g) + ih(φ, g)∂µh
†(φ, g). (79)

Projekcia so(3) vektora αµ na priestor so(2) je vektor12

α‖µ =
1
2

Tr(J3αµ)J3 = i{− 1
2!

(
i

v
)2[φ̂, ∂µφ̂]− . . .} ∈ so(2), (80)

ktorý vo svojom mocninnom rozvoji obsahuje len párne členy. Projekcia so(3) vektora αµ na
doplnkový priestor so(3) \ so(2) je vektor13

α⊥µ =
1
2

Tr(Jaαµ)Ja = i{ i
v
∂µφ̂+

1
3!

(
i

v
)3[φ̂, [φ̂, ∂µφ̂]] + . . .} ∈ so(3) \ so(2), a = 1, 2, (81)

ktorý vo svojom mocninnom rozvoji obsahuje len nepárne členy. Pôsobeńım automorfizmu τ na
projekcie α‖,⊥µ dostaneme

τ(α‖µ(φ)) = α‖µ(φ) = α‖µ(−φ) = α‖µ(τ(φ)), (82)

τ(α⊥µ (φ)) = −α⊥µ (φ) = α⊥µ (−φ) = α⊥µ (τ(φ)). (83)

Z (anti)symetrie α(⊥)‖
µ v argumente φ vyplýva

α‖,⊥µ (φ) =
1
2

(αµ(φ)± αµ(−φ)) =
i

2
(ξ†∂µξ ± ξ∂µξ†), (84)

čo je v súlade s rozvojom (77). Pri takto definovaných priemetoch plat́ı

αµ = α‖µ + α⊥µ . (85)

Transformačné vlastnosti α‖,⊥µ voči SO(3) rotáciám dostaneme pomocou (78) a (79)

α‖µ(φ′) = h(φ, g)α‖µ(φ)h†(φ, g) + ih(φ, g)∂µh
†(φ, g), (86)

α⊥µ (φ′) = h(φ, g)α⊥µ (φ)h†(φ, g). (87)

10Hermitovost’ αµ ukážeme l’ahko, ked’ si uvedomı́me, že ξ†ξ = I, čiže (∂µξ†)ξ = −ξ†∂µξ.
11Tento vzt’ah plat́ı pre l’ubovol’ný operátor závisiaci na časopriesotorových súradniciach.
12Tento vektor sa po anglicky zvykne nazývat’ natural connection.
13Tento vektor sa v anglickej literatúre zvykne nazývat’ vielbein.
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Zadefinujme objekt

U(φ) ≡ ξ(φ)τ(ξ†(φ)) = ξ(φ)ξ†(−φ) = ξ(φ)ξ(φ). (88)

Jeho transformačné vlastnosti voči grupe SO(3) dostaneme z (67) a (75)

U(φ′) = gU(φ)τ(g†), U †(φ′) = τ(g)U †(φ)g†. (89)

Nie je t’ažké overit’ nasledovný vzt’ah medzi U a α⊥µ

α⊥µ =
i

2
ξ†(∂µU)ξ† = − i

2
ξ(∂µU

†)ξ. (90)

Najjednoduchš́ı SO(3) invariantný Lagrangian, ktorý môžeme pomocou doteraz zadefino-
vaných objektov skonštruovat’, má tvar

L =
v2

4
Tr[α⊥µ (φ)α⊥µ(φ)] =

v2

16
Tr[(∂µU)(∂µU †)]. (91)

Po dosadeńı (81) do (91) a s využit́ım

[φ̂, ∂µφ̂] = iεab3φa(∂µφb)J3, (92)

[φ̂, [φ̂, ∂µφ̂]] = {(φaφa)∂µφb − (φa∂µφa)φb}Jb, (93)

dostaneme

L =
v2

4
Tr{(−1

v
∂µφ̂+

1
3!

1
v3

[φ̂, [φ̂, ∂µφ̂]]− . . .)2}

=
1
2

(∂µφa)(∂
µφa) +

2
3v2

(φa∂µφa)
2 − 2

3v2
(φaφa)(∂µφb∂

µφb) + . . . . (94)

2 Appendix

Naznač́ıme odvodenie infinitezimálnych transformácii (54) a (55) z rovnice (53).
Generátory Ja, a = 1, 2, 3, grupy SO(3) vo fundamentálnej reprezentácii sú dané vzt’ahom (8).
Odtial’ dostaneme

Tr(Ja) = 0, (95)

Tr(JaJb) = 2δab, (96)

Tr(JaJbJc) = iεabc. (97)

Rovnica (53) v exponenciálnom tvare je

eiϕ
′
aJa = ei~α

~JeiϕaJae−iϕ
′
3(ϕ1,ϕ2,~α)J3 , a = 1, 2. (98)

Infinitezimálny tvar v bĺızkom okoĺı bodu Φ0 je

I + iϕ′aJa = (I + i~α ~J)(I + iϕaJa)(I− iϕ′3J3), (99)

kde
ϕ′3(ϕ1, ϕ2, ~α) = ϕ′3(ϕ1, ϕ2, 0)︸ ︷︷ ︸

0

+~f(ϕ1, ϕ2) · ~α. (100)
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Po roznásobeńı (99) a dosadeńı (100) dostaneme

iϕ′aJa = i(α1 + φ1)J1 + i(α2 + φ2)J2 + i[α3 − (~f · ~α)]J3

−(~α ~J)(φaJa) + (~f · ~α)(φaJa)J3 (101)

Ked’ zoberieme stopu rovnice (101), dostaneme

α1ϕ1 = −α2ϕ2. (102)

Ked’ rovnicu (101) vynásob́ıme maticou J3 a zoberieme stopu, dostaneme

~f · ~α = α3 − 1
2

(α1ϕ2 − α2ϕ1). (103)

Ked’ rovnicu (101) vynásob́ıme maticou J1, resp. J2, a zoberieme stopu, dostaneme

ϕ′1,2 = ϕ1,2 + α1,2 ± ϕ2,1

2
[α3 + (~f · ~α)]. (104)

Po dosadeńı (103) do (104) dostaneme transformačné rovnice (58) a (59). Infinitezimálne trans-
formácie (61) z (60) dostaneme z

I + iϕ′aJa = (I + iα3J3)(I + ϕaJa)(I− iα3J3)

= I + i(ϕ1 + α3ϕ2)J1 + i(ϕ2 − α3ϕ1)J2 (105)

porovnańım koeficientov pri jednotlivých generátoroch na l’avej a pravej strane.

Ukážeme, že transformačný vzt’ah ξ(π′) = gξ(π)h†(π, g), kde g ∈ G, ξ ∈ G/H, h ∈ H,
naozaj definuje realizáciu grupy G.
Nech g = g2g1, kde g1, g2 ∈ G. Nech π sú súradnice na priestore G/H. Potom

g1ξ(π) = ξ(π′)h1(π, g1), h1 ∈ H (106)

g2ξ(π
′) = ξ(π′′)h2(π′, g2), h2 ∈ H. (107)

Dosadeńım z rovnice (106) do (107) dostaneme

(g2g1)ξ(π) = ξ(π′′)h21(π, g2g1), (108)

kde
h21(π, g2g1) = h2(π′, g2)h1(π, g1) ∈ H. (109)

Ukážeme, že ak v transformačnom vzt’ahu ξ(π′) = gξ(π)h†(π, g) je g = h0 ∈ H a
ξ(π) = exp(iπ̂), kde π̂ ∈ G \ H, potom súradnice π sa transformujú lineárne.
Ak h0 ∈ H, potom h0ξ(π) = ξ(π′)h(π, h0), odkial’

h0ξ(π)h−1
0 = ξ(π′)h(π, h0)h−1

0 . (110)

Ak ξ(π) = exp(iπ̂), potom

h0ξ(π)h−1
0 = h0 exp(iπ̂)h−1

0 = exp[i(h0π̂h
−1
0 )] = exp(iπ̂′′) = ξ(π′′), (111)
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kde π̂′′ ≡ h0π̂h
−1
0 . Dostali sme

ξ(π′′) = ξ(π′)h(π, h0)h−1
0 . (112)

Objekty ξ(π′) a ξ(π′′) sú prvky faktormnožiny G/H. Ked’̌ze sa od seba ĺı̌sia len o h(π, h0)h−1
0 ∈ H,

patria do tej istej l’avej triedy. Ked’̌ze však každú triedu reprezentuje práve jedno ξ, muśı platit’

ξ(π′′) = ξ(π′), π′ = π′′, h(π, h0) = h0. (113)

To znamená, že súradnice π sa voči podgrupe H transformujú lineárne

π̂′ = h0π̂h
−1
0 = h0π̂h

†
0, (114)

podl’a pridruženej (adjoint) reprezentácie.
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