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(Geometria nelinearneho sigma modelu

M. Gintner

1 Pripad SO(3) symetrie

1.1 Linearny sigma model

Majme triplet skalarnych poli
1
b = T2 5 (1)

3

ktorého fyzika je opisana klasickym polovym Lagrangianom
1
L=30,270"0 —V(|2]), [2]= VeI, (2)

kde potencial V' (|®|) md minimum nie pre nulové polia m; = my = w3 = 0, ale pre konfiguracie
poli, ktoré splinaju podmienku
TP =% > 0. (3)

Takyto Lagrangian sa nazyva linedrny sigma model. Rovnica (3) definuje gulovii plochu S? o
polomere v. Pre stavy ® z tejto gul'ovej plochy plati

o) 0*V
I - >0. 4
el ~ e w
Ak @ je SO(3) vektor, ¢ize
¥ = 0()2, g€ S03) 5)

kde O(g) je 3 x 3 matica spfﬁajﬁca podmienky
0"(9)0(g) =1, detO =1, (6)

potom Lagrangian (2) je SO(3) invariantny. O tom sa presvedé¢ime lahko, ak si uvedomime, ze
®? = &P je invariantom SO(3) transformdcii.
Matice O(g) st fundamentélnou reprezentaciou grupy SO(3). Mozno ich vyjadrit’ v tvare

O(g) = exp(icgJ,), a=1,2,3, (7)

kde generdtory J, spfﬁajﬁ komutaény vztah [J,, Jy] = i€upede. Vo fundamentédlnej reprezenticii
tomu vyhovuji matice

(Ja)bc - _ieabc~ (8)

Potom infinitezimalne mald SO(3) transformécia ma tvar

1 (0% —0lg
Olai,ag,03) =T+t = | —ag 1 ap |, 9)
g —Oq 1



¢o pre transformaciu skaldrnych poli 7; dava

T = T+ azmy — agms, (10)
7Té = Ty — (g7 + Q1 73, (11)
Ty = T3+ QoM — Q1T, (12)

kde a, st nekonec¢ne malé redlne parametre.

Zakladny stav (energetické minimum) systému, ktory je opisany Lagrangianom (2), nie je
jedinecny. Takychto stavov je nekonecne vel'a a vsetky lezia na gul'ovej ploche definovanej rovnicou
(3). Aby sme mohli tento systém kvantovat’, tak spomedzi vSetkych tychto minim treba zvolit’
skutocné fyzikalne vakuum. Pokial’ nam tuto vol’bu neurcia okolnosti situdcie, ktoru opisujeme,
mozeme si za vdkuum zvolit’ 'ubovolny bod na ploche S2%. Nech je to napriklad konfiguricia

0
=10 |. (13)

Toto vakuum (ani ziadne iné, ktoré by sme mohli zvolit’) nie je invariantné vo¢i SO(3) trans-
forméciam, aj ked’ vietky SO(3) transforméacie I'ubovolného minima nés opét’ dostani do minimal.
Je v8ak invariantné voci rotacidm okolo osi 3, ktoré tvoria podgrupu SO(2) grupy SO(3). Grupu
rotécif okolo osi 3 budeme oznacovat? ako SO(2)3. Tito podgrupu grupy SO(3) tvoria matice H
v tvare

Wll W12 0
H=| Wy Wy 0|, W'W =1Ly, detW=1. (14)
0 0 1

Tieto transformécie si generované generatorom J;

1 (0% 0
H =expliog)s) 2S5 | —az 1 0 (15)
0 0 1

Vékuum (13) ma teda mensiu symetriu ako Lagrangian (2). Hovorime, ze volbou vékua je
symetria systému spontdnne narusend z SO(3) na SO(2)s.

Vzhl'adom na charakter potencidlu v Lagrangiane (2) zmeny konfigurdcie pola, ktoré nas
ponechévaji na povrchu S?, nemenia energiu systému a teda nevyzaduji konanie Ziadnej préce.
Naproti tomu kazd4 konfigurdcia pola leziaca mimo plochy S? m4d vicsiu energiu ako na S? a
preto na prechod do tejto konfigurdcie z S? pracu konat’ treba. Pozrieme sa na dosledky tejto
skutocnosti pri vol'be vakua podla (13).

Uvazujme excitacie pola ® z vakuového stavu ®,. Tieto excitacie moézeme parametrizovat’
poliami 7, 7, o tak, ze

(
O(z) = Do+ 0P(x), 0P(zx)=| m(z) |- (16)

!Pre znalcov poznamendvame, 7e plocha (3) je SO(3) orbitou pre kazdy bod na tejto ploche. Tiez, ze tato
plocha je homogénny priestor posobenia transformdci{ grupy SO(3), nakolko obsahuje len jednu orbitu.
2Korektnejsie by bolo povedat’, ze SO(2)3 oznacuje reprezentaciu rotacii okolo osi 3.



Fyziku excitacii 7, w9, 0 opisuje Lagrangian, ktory dostaneme zodpovedajicou reparametrizaciou
Lagrangianu (2)

L:;@mmm+@mmm+@ﬁ%ywm@% (17)

kde || = \/ 73 4+ 73 + (v + 0)2. Tie ¢leny Lagrangianu, ktoré udévaji hmotnosti jednotlivych poli,
su kvadratickymi funkciami tychto poli. Zo (17) je zrejmé, ze takéto cleny sa mozu nachadzat’ len
v potencidli V' (|®]). Koeficienty tychto ¢lenov dostaneme ako druhé derivacie potencidlu V (|®|)
podla jednotlivych excitacii

PV PV 0|B|0|®| oV |9

= 18
o~ 08P oy oC | 01%] onoC 1)
kde 7, ¢ € (m,ma, 0) a derivacie berieme v bode ®y. Ked’ zvdzime (4) a to, ze
P P
22| =0, a1o| =1, (19)
87@ N 80' @
dostaneme 52 o
LA A (20)
87@07@ E 871'2‘80' B
kdei,j =1,2 a
0?V
D2 . > 0. (21)
0

Odtial’ vyplyva?, ze excitécie m; a m maju nulovi hmotnost’, zatial'éo o m4 hmotnost’ nenulovi.
Dosledkom spontanneho narusenia symetrie z trojparametrickej (tri generatory) Lieovej grupy
SO(3) na jednoparametricki (jeden generator) SO(2) st 3 — 1 = 2 nehmotné skaldrne bozdny,
ktoré sa zvyknu nazyvat’ aj Nambu-Goldstonove bozony, a jeden skalarny bozén, hovorme mu
Higgsov, s nenulovou hmotnost’ou.

1.2 Nelinearny sigma model

Uvazujme fyzikélny systém, v ktorom budt skaldrne polia viazané len na povrch* S2. Matematicky
to znamend, ze su pripustné len také konfigurécie tripletu poli @, ktoré splhaji podmienku (3).
Takato vazba nas ponechd len s dvoma nezavislymi poliami, povedzme m; a 7, pricCom 73 je

funkciou prvych dvoch
7y = +\/v2 — 73 — 73, (22)

Vsimnime si, Ze polia 75 si vlastne stiradnicami bodov na povrchu gule S?. Po dosadeni (22)
Lagrangian (2) nadobudne tvar

1 1 (70,7, (mp0* )
= = H — L
L 2(@%)(8 Ta) + R

ab=1,2. (23)

3Lagrangian pre volné redlne skaldrne pole ¢ m4 tvar L = %@@6”(1) - %mQ(bQ, kde m je hmotnost’ pol'a ¢.

1Takyto systém moéze predstavovat’ nizkoenergetickd limitu systému (2), ked’ energia popisovanych dejov je
ovela mensia ako hmotnost’ Higgsovho bozénu a vsetky energeticky dosiahnutelné konfiguracie pola budu v tesnej
blizkosti plochy S2.



Druhy vyraz v (23) sé da previest’ do polynomiélneho tvaru v poliach za cenu rozvoja do nekonecného
radu v mocninéach 7 /v, kde 7% = 7# + 75. Potom, vyuZijic

1

1_x2:1+:1:2+..., (24)

dostaneme pre fyziku poli na guli S? Lagrangian

1
L= §gab(8“7ra)(a“7rb), a,b=1,2, (25)

kde

2
TaTh s
Gab = Oup + 2 <1+02+...>. (26)

Tento Lagrangian opisuje tzv. nelinedrny sigma model. Polia 71, s sa voci grupe SO(3) trans-
formuju vo vSeobecnosti nelinearne. Prislusné transformacéné vzt'ahy pre infinitezimalne trans-
formécie dostaneme z (10), (11) a (22)

71'1 = 7T1+Oé37T2:FOé2\/U2—7T2, (27)
Ty = Ty — aszm + a;Vou? — 72 (28)

kde horné znamienka platia pre m3 > 0 a dolné pre 73 < 0. Pre malé excitacie v okoli bodu &, a
s vyuzitim /1 — 22 =1 — 2?/2 + ... mdzeme napisat’

T = M+ azm F agu 1—17L2 (29)
1 = ™ 3T + Q2 502 |

1 2
T = To — 3T + QiU (1—2:2>, (30)

Linedrne sa polia m; a my transformujui voéi podgrupe SO(2)s, ¢o vidime, ked’ porovndme (27)
a (28) s rovnicou (14). Kedze vézba (22), ktorou sa prechadza od linedrneho k nelinedrnemu
modelu, je SO(3) symetrickd, tato symetria sa preniesla aj na Lagrangian (25). Skomplikovali sa
vSak transformacné vzt'ahy a demonstrovat’ tito symetriu je teraz o dost’ pracnejsie.

1.3 O faktormnozine G/H

Majme grupu G a jej podgrupu H a nejaky prvok g € G. Potom lavou zvyskovou triedou (left
coset) gH nazveme mnozinu {gh|vh € H}. Analogicky mozeme definovat’ pravi zvyskovi triedu
(right coset) Hg = {hg|Vh € H}. Vo vseobecnosti gH # Hg. V d’alsom budeme pre konkrétnost’
uvazovat’ l'avé zvyskové triedy, pricom vynechame privlastok ‘I'avd”. Analogické tvrdenia ako pre
l'avé budu platit’ aj pre pravé zvyskové triedy.

Kazdy prvok grupy G patri prave do jednej zvyskovej triedy. Takze zvyskové triedy definuju
rozklad grupy G na triedy ekvivalencie. Tento rozklad je uplny a vSetky triedy maju rovnaku
mohutnost’. Zvyskovou triedou, ktora obsahuje jednotkovy prvok, je samotna podgrupa H.

FaktormnoZinou (quotient set, coset space) G/ H nazveme mnozinu vsetkych l'avych zvyskovych
tried, na ktoré grupu G rozkladd podgrupa H. Trividlnymi faktormnozinami si G/G a G/{e},
kde e € GG je jednotkovy prvok grupy G. Faktormnozina G /G obsahuje len jednu zvyskovu triedu,
ktord obsahuje vsetky prvky grupy G. Faktormnozina G/{e} je totoznd s G. Kazdy prvok grupy
G je tu samostatnou zvyskovou triedou.



Podgrupa H' C G je konjugovand s podgrupou H C G prave vtedy, ked’
dgeG:H =gHg . (31)

Podgrupa H’ je izomorfné s podgrupou H. Vsetky navzajom konjugované podgrupy tvoria triedu
ekvivalencie.
Podgrupa H grupy G je normdlnou podgrupou, ak pre vsetky g € G je H konjugovana sama
so sebou
VgeG:H=gHg". (32)

Ak H je normélna podgrupa grupy G, potom G/H tiez tvori grupu. Grupové ndsobenie tejto
grupy je definované nasledovne

9]+ lg'] = 99, (33)
kde [g] oznacuje l'avi zvyskovii triedu g H. Jednotkovym prvkom tejto grupy je [e] = H, inverznym
prvkom je [¢7!]. Takato grupa sa nazyva faktorgrupa (quotient group).

1.4  Akcia Lieovej grupy na variete

L'avd (pravd) akcia Lieovej grupy G na variete M je diferencovatelné zobrazenie G x M — M,
ktoré splina nasledovné kritéria

lavd akcia:  Lgp(x) = Ly(Lp(x)), Le(z) =z, (34)

prava akcia:  Rgn(z) = Rp(Ry(x)), Re(x) =z, (35)

kde x je l'ubovolny bod variety M, g a h si I'ubovolné prvky grupy G a e je jednotkovy prvok
grupy (G. Skratene by sa l'ava akcia grupy G dala zapisat’ ako gz a prava akcia ako zg. V tejto
notécii budi mat’ definiéné vzt’ahy (34), (35) tvar

lava akcia: (gh)z = g(hx), ex =z, (36)

pravd akcia:  z(gh) = (zg)h, xe=x. (37)

Akcia grupy na variete je tranzitivna, ak pre
Vri, 29 € M,3g € G : gy = 19, TESP. T1g = Ta. (38)

To znamena, ze I'ubovolné dva body variety M je mozné spojit’ posobenim nejakého prvku grupy
G.
Orbita O, bodu z € M je podmnozina variety M, ktori dostaneme akciou celej grupy G na
bod z
O, ={gz|Vg € G}. (39)

V obecnosti je varieta M zjednotenim svojich orbit, ktoré medzi sebou posobenim grupy G neko-
munikuji. Kazdy bod variety M patri prave do jednej orbity. Orbity definuji na M relaciu
ekvivalencie. Bod variety M, ktory je totozny so svojou orbitou, sa nazyva stabilngm bodom
posobenia grupy G na variete M.

Akcia grupy na variete, ktord je sticasne orbitou, je tranzitivna. Varieta, ktora obsahuje len
jednu orbitu sa nazyva homogénnym priestorom. Homogény priestor je homomorfny s grupou
G. Kazdému prvku G vieme jednoznacne priradit’ bod homogénneho priestoru a to tak, ze akcie



grupy na tomto priestore reprodukuju grupové operacie. Homogénny priestor je orbitou kazdého
svojho bodu.

Stabilizator bodu x € M sa nazyva taka podgrupa G, grupy G, voci posobeniu ktorej je bod
x invariantny

G, ={g € Glgz = z}. (40)

Podgrupa G, sa zvykne tiez nazyvat’ staciondrna podgrupa, mald grupa alebo izotropnd grupa. Ak
je stabilizatorom bodu x € M podgrupa G, potom stabilizitorom bodu gx € M je podgrupa
Gy = gG,g7, Cize grupa konjugovand s G.,.

Nech G je grupa a H jej podgrupa. Na faktormnozine G/H sa dé zaviest’ 'avé akcia grupy G,
pricom G/H je vo¢i tomuto posobeniu homogénnym priestorom. Ak ¢g,¢' € G, [g] € G/H, potom
lava akcia G na G/H sa da definovat’ nasledovne

9'lgl = 1d'g]- (41)

Skutocne, e[g] = [eg] = [g] a pre V¢', ¢" € G plati

9(d"9)) =d'l9"9l = 9'(d"9)] = [(¢'9")g] = (¢'9")[g]- (42)

Ked’ze pre Vgi,9, € G,3d93 € G : go = g391, neexistuju také dve l'avé zvyskové triedy, ktoré by

nebolo mozné spojit’ akciou grupy G. Akcia grupy G na G/H je teda skutoéne tranzitivna.
Vsetky homogénne priestory grupy G su, az na izomorfizmus, vycerpané faktormnozinami

G/H. Dva l'avé homogénne priestory (M, L,) a (N, ig) grupy G su izomorfné (ekvivalentné), ak

medzi nimi existuje ekvivariantné bijektivne zobrazenie f : M — N:

Lg

N

M M
£l o, Lyof=fol, (43)

N Lo N

Ak H a H' su dve navzdjom konjugované podgrupy grupy G, potom homogénne priestory G/H a
G/H' st izomorfné. Najvacsi homogénny priestor grupy G je priestor izomorfny samotnej grupe
G. Nazyva sa hlavngy homogénny priestor.

Nech M je homogénny® priestor grupy G a G, C G stabilizator® bodu » € M. Potom
zobrazenie

frgr—lgl e G/G, (44)

je izomorfizmom M — G/G,. To znamend, zZe priestory M a G /G, st ekvivalentné.
Dokaz:
1) bijektivnost’ zobrazenia f: Ukézeme, Ze f je zobrazenie, t.j. plati

[91] # [92] = g1 # go.
Negécia je
[91] # [92] A 1w = ga.

Ale
g1z = gox = h = g7 g2 € Gy = [92] = 0197 ' 92] = [1h] = [1],

5Kedze M je homogénny priestor, je orbitou bodu x a teda kazdy bod M sa da vyjadrit’ ako gz alebo, v
alternativnej notécii, Ly(x).
6To znamens, ze gz = z,Yg € G.



¢o je spor s predpokladom a teda f je zobrazenie. Zobrazenie f je o¢ividne surjektivne (na mnozinu
G/G.), nakol’ko kazdé [g] m4 svoj vzor, menovite gx. Nakoniec musime ukazat’, ze f je injektivne,
t.j. ze

9z # gox = [g1] # [g2]-

Opét’ sporom. Testujeme negéciu povodného vyroku

Q17 # g A [g1] = [go].

Ale
[g1] = [g2) = 3Fh € G, : g2 = g1h = gox = g1hx = g1,

¢o je spor s predpokladom. Takze zobrazenie f je injektivne a beric do uvahy vsetky dokazané
vlastnosti — bijektivne.
2) f je ekvivariantné zobrazenie: Nech L, je akcia grupy G na M

Ly(y)=gy=y, ¢g€CG yyeM
a L, akcia grupy G na G/G,

Ly(g) =dlgl =g =1d"], 9.9.9" =99 €G, lg].[d).[¢"] € G/G..

Potom ;
y=greM -5 M3y =dgy=(dg)
7l 7l : Lyof=fol, (45)

9] € G/G, % G/G. 3 g9l = g9]
¢ize f je naozaj ekvivariantné zobrazenie. Bijektivnost’ a ekvivariantnost’ zobrazenia f znamena,
ze priestory M a G/G, si ekvivalentné (vid’' (43)), ¢éo bolo treba dokdzat’
Z ekvivalentnosti medzi priestormi M a G/G, vyplyva, ze kazdy bod z M reprezentuje prave
jednu lavu zvyskovi triedu z G/G, a naopak.
Pri hl'adani ekvivalencie medzi faktormnozinou G/H a homogénnym podpriestorom variety V'
mozeme postupovat’ podla nasledovného receptu:

1. Najdeme nejaku akciu L, grupy G na variete V.

2. Néjdeme orbitu O, nejakého bodu x € V. Této orbita je homogénnym priestorom.
3. Najdeme stabilizator H bodu .

4. Potom faktorpriestor G/H je ekvivalentny orbite O,, t.j. G/H = O,.

Pripomenme, ze G/H mé struktiru grupy, ak H je normélna podgrupa.

1.5 Akcia SO(3) na R?

Posobenie (I'avd akcia) grupy G = SO(3) na priestore R?® je zobrazenim G x R® — R3. Toto
posobenie moze byt’ realizované linarne, ndsobenim vektorov (1) maticami (6) a mézeme si ho
predstavit’ ako 3dim rotécie okolo osi prechadzajicich pociatkom ®, = (0,0, 0).

Orbitou I'ubovolného bodu ® € R? je plocha S?, ktord je povrchom gule s polomerom |®|.
Kazdy bod priestoru R? patr{ prave do jednej orbity. Bod @, je stabilnym bodom pésobenia
SO(3) na R?, pretoze je sam sebe orbitou.



Stabilizdtorom (malou grupou) l'ubovolného bodu ® € R? st roticie okolo osi prechadzajice;
tymto bodom. Tieto rotécie zachovavaji bod ® a si podgrupou SO(2) grupy SO(3).

Davé akcia grupy SO(3) na ploche S? je tranzitivna a plocha S? je z tohoto pohladu ho-
mogénnym priestorom: kazdy bod v S? je nejakou SO(3) rotéciou dosiahnutelny z I'ubovol'ného
iného bodu S2.

Postupujic podla receptu zo zaveru ¢asti 1.4 dospejeme k zdveru, ze faktormnozina SO(3)/S0(2)
je ekvivalentnd povrchu gule S?,

SO(3)/S0(2) = S (46)
Kazdy bod z S? reprezentuje prave jednu I'avi triedu faktormnoziny SO(3)/SO(2) a naopak.

Zvol'me na orbite S? o polomere v bod ®; = (0,0,v). Stabilizdtorom tohoto bodu st SO(2)

rotacie okolo osi 3, ktoré v tomto §pecidlnom pripade budeme oznacovat’ SO(2)s. Tieto rotécie

H(p3) = 0(0,0, p3) = exp(ipsJ3) € SO(2)3 (47)

transformuji bod ®( na seba samého. Kazdy bod priestoru S\ {®,} je mozné z bodu ®, dosiahnut’
rotaciou okolo osi, ktora lezi v rovine kolmej na os 3. Takito rotaciu mozeme zapisat’ v tvare

X(p1.92) = Olp1,92,0) = ' 74022) € SO(3) \ SO(2)s. (48)

Kazdy” bod & priestoru S? je jednoznacne zadany hodnotami parametrov ;o v stvislosti s
transforméciou

P (1, p2) = X (01, 2)Po. (49)

Cisla (1, p2) teda mozu slizit’ ako stradnice bodov v S?. Vzhladom na ekvivalenciu (46) tieto
suradnice sicasne parametrizuji lavé zvyskové triedy faktorpriestoru SO(3)/SO(2);. Matice
X (1, p2) su reprezentativnymi prvkami jednotlivych zvyskovych tried.
Pasobenim I'ubovol'ného prvku grupy SO(3) na reprezentanta faktormnoziny X (¢4, ¢2) dostaneme

opat’ prvok grupy SO(3)

O(9)X (¢1,92) = O(g') € SO(3) (50)
Matica O(g’) urcite patri do niektorej zvyskovej triedy, ale nie je nevyhnutne totozné s jej reprezen-
tativnym prvkom. Od reprezentativneho prvku svojej triedy sa vsak lisi nanajvys o maticu pod-
grupy SO(2)3

O(9') = X (91, 5) H(#5). (51)

Je ovsem zrejmé, ze H bude vo vSeobecnosti zavisiet’ od povodného X a aj od g. Ked’ toto vSetko
ddme dohromady s (50) a (51), dostaneme

O(9) X (01, p2) = X (1, wo) H(w3(1, 02, 9))- (52)

Odtial’ je uz len krok k formalnemu transformaénému vzt'ahu pre prvky X faktorpriestoru SO(3)/S0(2)3
voci transforméciam grupy SO(3)

X(90/1790/2) = O(Q)X(%?802)H_1(90§<9017902,9))- (53)

Tato rovnica sicasne definuje nelinedrny transformac¢ny vzt'ah pre stradnice (¢1,92). V in-
finitezimalnom tvare a pre bezprostredné okolie bodu &y ma vzt'ah (53) tvar

1
©1 = p1t+azps+a; [1 - E(SO% + 903)} ; (54)

1
Py = P2 — azpr+ Qo {1 - 1(90% + 903)} : (55)

"Pri tomto tvrdeni treba byt opatrny a pri jednotlivych Lieovych grupach zvazovat, aké velké okolie jed-
notkového prvku prislusnej grupy je mozné parametrizovat’ v exponencidlnom tvare.
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Prechod medzi siradnicami (¢, p2) a (71, 7) v blizkom okoli bodu @ je dany vzt'ahmi

T = VP, (56)
To = —VP1. (57)

Ked’ dosadime (56) a (57) do (54) a (55), dostaneme

;o 172
™ = T + Q3T + Qv 1_Zﬁ s (58)
172
/ —
Ty = Mo — Qi3 — QU (1 — 41}2> ) (59)

V pripade, ze O(g) = H(a3) € SO(2)3, dostaneme pre tieto parametre linedrnu transformdciu

X (o1, 95) = H(as)X (o1, 02) H (as), (60)

¢o v infinitezmalnom tvare je
/ 1
S0,1 _ Qas Y1 ' (61)
P2 —az 1 P2

1.6 Geometrizacia nelinearneho sigma modelu

V predoslych castiach sme prisli k zaveru, Ze polia nelinearneho sigma modelu “ziju” na povrchu
gule, ktora je ekvivalentnd faktormnozine SO(3)/SO(2). Polia nelinedrneho sigma modelu si vak
sucasne Nambu-Goldstonove bozény (NGB) s nulovou hmotnost'ou, ktoré sa objavili v linedrnom
sigma modeli v dosledku spontdnneho narusenia symetrie SO(3) — SO(2). Je zrejmé, ze pocet
NGB zodpoveda rozmernosti faktormnoziny, ktora je zas dand poctom generatorov grupy SO(3),
ktoré nezachovavaji vdkuum (stabilny bod). Takze

n(NGB) = dim SO(3)/S0(2) = dim SO(3) — dim SO(2) = 2. (62)

Zacali sme so sigma modelom, ktory opisoval triplet skalarnych poli. Nie je problém tito
situdciu zovseobecnit’ na N + 1 skaldrnych poli. Symetria Lagrangianu bude SO(N +1) a symetria
zvoleného vdkua SO(N). V takom pripade NGB budd “Zit” na povrchu N rozmernej gule S =
SO(N 4 1)/SO(N) a ich pocet bude

n(NGB) = dim SO(N + 1)/SO(N) = dim SO(N + 1) — dim SO(N) = N. (63)

V skutocnosti je tento vysledok dost’ vseobecny a plati vzdy pre kazdy systém so spontannym
narusenim symetrie. Ak mame systém s globdlnou symetriou G, ktora je narusena na nejaku svoju
podgrupu H, potom v spektre takéhoto modelu sa objavi

n(NGB) =dimG/H = dim G — dim H (64)

Nambu-Goldstonovych bozénov, ktoré budu “zit” na faktormnozine G/H.

D4 sa ukazat’, ze S-maticové elementy, a teda fyzikdlne predpovede, nelinedrneho sigma modelu
nezavisia na vol'be siradnic parametrizujicich faktormnozinu G/H, pokial’ sa tieto od seba lisia
podl’a vzt’ahu

Ty =Ta+ fa(m), (65)
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kde f je analytickd funkcia, ktorej mocniny rozvoj obsahuje Cleny prinajmensom druhého radu
v suradniciach 7. To znamenad, ze na popis fyziky NGB si mozeme zvolit’ 'ubovol'né analytické
stiradnice parametrizujiice faktormnozinu G/H a dostaneme vzdy rovnaké fyzikalne vysledky®.

V pripade SO(3) nelinedrneho modelu mézeme napriklad pri opise NGB zamenit’ polia (7, 7o)
za stradnice (1, @s) priestoru S?, prendsobené skalovacim faktorom v. Pripomenme, 7Ze vztah
medzi ™ a ¢ = vy je aproximovany v blizkom okoli vakua @, rovnicami (56) a (57). Vyhoda
parametrizacie NGB pomocou poli ¢ spoc¢iva v tom, ze z tychto poli vieme zostrojit’ objekty s
dobre definovanymi transforma¢nymi vlastnost’ami voci grupe symetrie SO(3). Menovite, ukazali
sme v predoslej casti, ze reprezentativny prvok zvyskovej triedy &(¢1,¢2) = exp(id,J,/v) €
S0O(3)/S0(2) sa voci SO(3) transformuje podla vzt'ahu (53), ktory mozeme schématicky zapisat’
v tvare

£(¢) = gé(@)h(0,9), g€ SO(3),he SO2); (66)
Za predpokladu, Ze pracujeme s unitdrnymi reprezentéciami grupy SO(3), je pre Vg € G : g~! =
g', cize

¢ =gent, & =nelgh (67)

Matice J; a Jo spolu s J3 definuju algebru so(3) grupy SO(3). Matica J; naviac generuje

algebru so(2) podgrupy SO(2). Vzhl'adom na vzajomnui “kolmost” generdtorov .J;, ktord je imp-

likovand splnenim podmienky Tr(J;J;) ~ 65, je kazdy objekt ¢ = ¢1.J1+ ¢aJ2 prvkom so(3)\ so(2).

To znamend, ze je z doplnkového (kolmého) podpriestoru k so(2). Z komutacnych vzt'ahov medzi
SO(3) generdtormi vyplyva

[J3, Jg] = 0e 80(2), (68)
[J3,Ja] = desapdy € s50(3) \ s0(2), (69)
[Ja, Jb] = iéab3J3 - 80<2>, (70)

kde a = 1,2. Odtial’ dostaneme

[s0(2),s0(2)] C s0(2), (71)
[s0(2),s0(3) \ s0(2)] C s0(3)\ so(2), (72)
[s0(3) \ s0(2),s0(3) \ so(2)] C so(2). (73)

Na grupe SO(3) je mozné zadefinovat’ automorfizmus 7 : SO(3) — SO(3), ktory je involutivny.
To znamend, ze 72 je identické zobrazenie. Vzhl'adom na (70) sa tento automorfizmus da realizovat
tak, ze pre prvky grupy SO(3) v exponencidlnom tvare g = exp(if) bude platit’

(g) = exp(ir(0)), kde (f) { fz Eiz Z i zzg; o (74)
Ked' aplikujeme automorfizmus 7 na transformaénu rovnicu (67), dostaneme
§(=¢) =€) = 1(9)" (DA, &(=¢")1 = €(¢) = h&(9)7(9"). (75)
KedZe ¢, si polia, zavisia na éasopriestorovych siradniciach. Definujme objekt?
0,(9) = i€1(6)0,6(0) = ie™ "0, (76)

8Greenove funkcie vo vieobecnosti ale na volbe stiradnic zavisia.
9V uéenejsich kruhoch sa oy, zvykne nazyvat’ Maurer-Cartanova I1-forma.
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kde ¢ sme do definicie zaviedli kvoli tomu, aby «, bola hermitovska'® matica, aL = a,. D4 sa
uk4zat’ platnost’ nasledujiiceho vzt’ahu'!

exp(id/ )0, exp(Fid/v) = 20,0 — (716,00 F 5 (03,0, — .. (77)

Vdaka (70) a (77) vidime, Ze mocninny rozvoj objektu o, (¢) sa skladd striedavo z ¢lenov patriacich
do algebry so(2) — pérne ¢leny — a do doplnkového priestoru so(3)\ so(2) — nepérne ¢leny, takze
o, € 50(3). S pouzitim (67) sa da ukazat’, ze voci grupe SO(3) sa a,(¢) transformuje ako SO(2)
kalibra¢ny bozén

au(¢) = Mo, 9)au(0)h' (9, 9) + ih(@, 9)0uh' (¢, 9). (78)
S pouzitim (75) sa d4 ukazat’, Ze rovnako sa transformuje aj a,,(—¢) = i&(4)9,.£1(¢)
ou(=9) = M@, 9) o (= D)1 (6, g) + ih(¢, 9)0,u " (6, 9)- (79)
Projekcia so(3) vektora «,, na priestor so(2) je vektor!'?
1 1 4.5~ o »
o, = S Tr(Jo,) Jy = z{—i(%)%,am — .Y e s0(2), (80)

ktory vo svojom mocninnom rozvoji obsahuje len parne cleny. Projekcia so(3) vektora «, na
doplnkovy priestor so(3) \ so(2) je vektor'®

0f = ST (a0 Jo = 0+ 5 (0, 18,0,8] 4} € so(3) \50(2), a=12 (81

I3

ktory vo svojom mocninnom rozvoji obsahuje len neparne c¢leny. Posobenim automorfizmu 7 na
projekcie al';l dostaneme

7(0(9)) = (@) = au(=9) = ay(7(0)), (82)
(04 (6)) =~ (6) = @k (~6) = i (+(0)). (53)
Z (anti)symetrie oDl v argumente ¢ vyplyva
Al (9) = 3 (au(9) + @, (~9)) = £ (€10,6 + 0,8), (34)
co je v stlade s rozvojom (77). Pri takto definovanych priemetoch plati
o = all + ot (85)

Transformacéné vlastnosti al”;l voci SO(3) rotaciam dostaneme pomocou (78) a (79)

(@) = h(9,9)ay(0)h'(6.9) +ih(¢,9)0uh" (¢, 9). (86)
@, (@) = h(¢,9)a; (9)h1(¢,9). (87)
19Hermitovost’ o, ukdzeme I'ahko, ked’ si uvedomime, ze £7¢ =1, ¢ize (9,67)¢ = —£19,.€.

" Tento vzt'ah plati pre Iubovolny operator zévisiaci na ¢asopriesotorovych siradniciach.
12Tento vektor sa po anglicky zvykne nazyvat natural connection.
BTento vektor sa v anglickej literatire zvykne nazyvat’ vielbein.
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Zadefinujme objekt

U(9) = £(0)7(E1(0)) = E(0)EN(—0) = E()E(9). (88)
Jeho transformac¢né vlastnosti voci grupe SO(3) dostaneme z (67) a (75)
U(¢) = gU(9)7(g"), U() =7(9)U'()g" (89)

Nie je t'azké overit’ nasledovny vzt'ah medzi U a a;;

of = 16U = @M (90)

Najjednoduchsi SO(3) invariantny Lagrangian, ktory moézeme pomocou doteraz zadefino-
vanych objektov skon§truovat’, ma tvar

02 N . 02
L = - Tifa, (¢)a*(9)] = ETI[(%U)@“UT)]- (91)

Po dosadeni (81) do (91) a s vyuzitim
. [557 aﬂfg] = igab3¢a(au¢b)l]3a (92)
[¢: [¢7 au¢“ = {(¢a¢a)au¢b - <¢aau¢a)¢b}t]ba (93)

dostaneme
2 1.~ 11 .~ - A
L = STe{(—0,6+ 3—16.[6,0,0] . %)
1 2 2

- §(a,u¢a>(a“¢a) + @(%@%)2 - @(Qbagba)(auqsbauqbb) + ... (94)

2 Appendix

Naznacime odvodenie infinitezimalnych transformadcii (54) a (55) z rovnice (53).
Generdtory J,, a = 1,2, 3, grupy SO(3) vo fundamentélnej reprezenticii si dané vzt'ahom (8).
Odtial’ dostaneme

Tr(J,) = 0, (95)
TI‘(Jan) == 25ab7 (96)
TI‘(JanJC) = i€abc. (97)
Rovnica (53) v exponencidlnom tvare je
¢iPala — ei&fei“O“J“e_wé(“pl’@?’&)‘b’, a=1,2. (98)

Infinitezimalny tvar v blizkom okoli bodu @ je

I+ig, J, = (L+id@]) (I + ipaJy) (I — ighJs), (99)
kde .
501, 92, @) = P(01,92,0) +f (1, p2) - a. (100)
~—_—————

0
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Po roznasobeni (99) a dosadeni (100) dostaneme

il Je = i(ar+ é1)J1 +i(ae + ¢o) s + i[az — (J? a)]Js

_(&J)(Qbaja) + (f ’ O_';)(Qsal]a)JB (101)

Ked’ zoberieme stopu rovnice (101), dostaneme

Q11 = —02Pa. (102)
Ked' rovnicu (101) vyndsobime maticou J3 a zoberieme stopu, dostaneme

- 1

frad=a3— 5(041%02 — ap1). (103)

Ked’ rovnicu (101) vyndsobime maticou Ji, resp. Ja, a zoberieme stopu, dostaneme

Pha = 1o+ ars £ Loy + (- d). (104)

Po dosadeni (103) do (104) dostaneme transformacné rovnice (58) a (59). Infinitezimélne trans-
formécie (61) z (60) dostaneme z

I+iplJ, = (I+iazs)(I+ pJo)I—iasgJ3)
= 1 + Z((,Dl + OZggDQ)Jl + Z(QDQ — Oég(,Ol)JQ (105)

porovnanim koeficientov pri jednotlivych generatoroch na l'avej a pravej strane.

UkéaZeme, Ze transformaény vzt’ah &(7') = g&(7)hi (7, g), kde g € G, € € G/H, h € H,
naozaj definuje realizaciu grupy G.
Nech g = g2g1, kde g1, g2 € G. Nech 7 st sturadnice na priestore G/H. Potom

gi&(r) = & )hy(m,g1), hi€H (106)
@&(r") = & hao(7', g2), he € H. (107)

Dosadenim z rovnice (106) do (107) dostaneme

(9291)€(m) = E(x")han (, 9201), (108)

kde
hor (T, g2g1) = h2(7T/,92)h1(7Ta91) € H. (109)

Ukazeme, Ze ak v transformaénom vzt’ahu &(n') = gé(m)hi(m,g) je g = ho € H a
¢(m) = exp(i7), kde 7 € G \ ‘H, potom stradnice 7 sa transformuju linearne.
Ak hy € H, potom ho&(m) = £(n')h(m, ho), odkial

ho€(m)hg ' = &(m')h(m, ho)hg . (110)
Ak &(m) = exp(in), potom

ho€(m)hy " = ho exp(i)hy " = expli(hothy )] = exp(iz”) = £(x"), (111)
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kde 7" = ho#thy'. Dostali sme
E(n") = &(n")h(m, ho)hg . (112)

Objekty &(n') a &(n") st prvky faktormnoziny G/ H. Kedze sa od seba lisia len o h(w, ho)hy' € H,
patria do tej istej 'avej triedy. Ked'ze vsak kazdu triedu reprezentuje prave jedno &, musi platit’

f(w”) — f(w’), = 7r”, h(mho) = hyp. (113)
To znamena, ze siuradnice 7 sa voci podgrupe H transformuju linearne
7' = hoithyt = ho#th)), (114)

podla pridruzenej (adjoint) reprezentacie.
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