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Rozmerova analyza

M. Gintner

1.1 Rozmerova analyza — ako a preco to funguje

Sktsenost’ nas uci, ze nas svet je poznatelny po castiach. Napriek tomu, Ze si to bezne neuve-
domujeme, nie je to trividlny fakt. Nepozname princip, ktory by branil aj takému usporiadaniu
reality, v ktorej by na predpovedanie priebehu I'ubovol'ného javu bola potrebné detailna znalost’
stavu celého ndsho vesmiru!. Napriek tomu Isaac Newton dokdzal spocitat’ pohyb planét okolo
Slnka, aj ked’ nemal ziadne znalosti o elektromagnetickom poli, o elementarnych casticiach, ¢ o
rozpinani vesmiru.

Toto je ilustracia nasej skisenosti, ze kazdy doteraz skiimany jav v nasom vesmire zjavne sivisel
len s malym poc¢tom inych skutocnosti. Pohyb Mesiaca okolo Zeme dokazeme opisat’, ak pozname
hmotnost’ Zeme a vzajomnu vzdialenost’ tychto dvoch telies. Na zaklade tychto skuto¢nosti spolu
so znalost'ou univerzélnej gravitacnej konstanty dostaneme pomerne presny opis pohybu Mesiaca.
Isté malé nepresnosti dokdzeme odstranit’, ak zvazime aj vplyv Slnka a ostatnych planét Slnecnej
sustavy. Drviva vacsina javov prebiehajicich v tomto vesmire vSak nemd pozorovatelny vplyv
na pohyb Mesiaca okolo Zeme. Na druhej strane je ale celkom mozné, ze vplyv celého vesmiru
na tento alebo hociktory iny jav je efektivne zosumarizovany do hodnot zakladnych fyzikalnych
konstant. Toto ale nie je (a este asi dlho nebude) v nasich silach overit’ priamym pozorovanim ,
nakolko nedokézeme prevadzat’ experimenty s celym vesmirom.

Zékladnym aspektom poznavacej prace fyzikov je teda zist'ovanie skutocnosti, ktoré su pre
dany jav dolezité. Poznatelnost’ sveta po castiach sa v matematickej rovine prejavuje tak, ze
velic¢iny charakterizujice skimany jav typicky zavisia len na malom pocte inych veli¢in. Zvycajne
veli¢ina kazdého druhu ma pre dany jav len jedného délezitého zastupcu (jednu doleziti hmot-
nost’, jednu dolezita dIZku, jednu doleziti rychlost’, atd.) Tieto veli¢iny musia byt’ skombinované
takym sposobom, aby sme dostali spravne jednotky pre vyslednu velicinu. Pokial’ do vzorca vs-
tupuju veliciny s roznymi jednotkami, potom don vstupuju v suc¢inoch a mocninach. Na tejto
uvahe je zalozena metéda rozmerove; analyzy: vytipujeme si veliciny dolezité pre dany jav a tieto
skombinujeme do jedného vyrazu tak, aby sme dostali spravnu jednotku pre hl'adanu veli¢inu.

Rozmerova analyza nie je “zaruceny recept” na hladanie zédkonov fyziky. Urcite nedokaze
identifikovat’ bezrozmerné konstanty, ktoré si casto vo fyzikdlnych vyrazoch pritomné. Skisenost’
ale ukazuje, ze sa tieto konstanty nezvyknu dramaticky lisit’ od jednotky a tak vzt'ahy odvodené
metddou rozmerovej analyzy davaju casto prinajmensom dobré rddové odhady a spravne funkéné
zavislosti. V tejto kapitole sa pokisime vyuzit’ rozmerovi analyzu na identifikaciu javov, ktoré su
podstatné pre vysvetlenie stavby atomu.

1Otézkou samozrejme ostéva, ¢i by v takomto vesmire bol mozny vznik inteligencie a rozvoj poznavania.



1.2 Priklady pouzitia rozmerovej analyzy v klasickej fyzike
1.2.1 Periéda matematického kyvadla

Uvazujme matematické kyvadlo: na zavese dfiky [ je mala gulicka hmotnosti m. Chceme néjst’
dobu kmitu 7.

Tip na dolezité velic¢iny, ktoré by mohli ovplyviovat’ spravanie sa kyvadla: dizka , hmotnost’
m a ak kyvadlo visi pri zemskom povrchu, potom gravitacné zrychlenie g. V nasledujucej tabul'ke
zosumarizujeme tidaje o jednotkach uvedenych veli¢in

veli¢ina | jednotka | rozmer
l m m
m kg kg (1)
g m-s2 |m-s?
T S S

Funkénd zavislost’ T na [, m, g ma tvar
T = lam6977 (2>

kde «, 3,7 st nezndme konstanty. Vysledné jednotky na pravej aj l'avej strane rovnice (2) sa
musia zhodovat’, ¢ize

(7] = [1][m]"[g]" (3)

kde ako [x] sme oznacili rozmer veli¢iny x. Ked’ dosadime jednotky z tabulky (1) do (3), dostaneme

s =m*"7 . kg’ 7. (4)
Porovnanim l'avej a pravej strany tejto rovnice néjdeme, ze a = 1/2, = 0a vy = —1/2. To

znamena, ze na zaklade dimenzionalnej analyzy sme nasli, ze

z
T=\[. (5)

l
T = 27‘(‘\/; (6)

sa vzt'ah (5) 1i8i bezrozmernou konstantou 27. N4s odhad sa teda od presného vysledku lisi skoro
faktorom sedem. To nie je ale az také zlé, ked’ si uvedomime, ze liSit’ sa d4 aj faktorom milién alebo
aj podstatne viac. Co je ale najddlezitejsie, rozmerovou analyzou sme dostali spravnu zgvislost’
na premennych (prisli sme napriklad na to, ze doba kmitu nezavisi na m, hoci sme tito veli¢inu
do nasich povodnych tvah zahrnuli). Naviac sme ¢iselne dostali spravny radovy odhad vysledku.
To je rozhodne vyborny zisk pri tak malej investicii.

Oproti spravnemu vzt’ahu

1.2.2 Doba obehu Zeme okolo Slnka

Na prvy pohlad sa tu zda byt situdcia pre rozmerovi analyzu prilis komplikovana. V hre je
totiz viac ako jedna dolezitd hmotnost’, hmotnost’ Zeme mz a hmotnost’ Slnka mg. Pri pozornom
postupe vsak zistime, ze toto je len zdanlivy problém.



Pre pohyb Zeme okolo Slnka je zrejme dolezitda hmotnost’ samotnej Zeme ako i sila, ktord na
Zem posobi(vid’ 2. Newtonov zdkon). Sila F', ktorou posobi Slnko na Zem, zavisi od vzdialenosti
r Zeme od Slnka a od gravitaénych nabojov Slnka a Zeme, ktoré oznacime gs a gz, takze

F = x9592 (7)

72

Dolezité velic¢iny a ich jednotky zosumarizujeme v nasledovnej tabulke

velicina | jednotka rozmer
my kg kg
r m m (8)

kgsgz | N-m? |kg-m?.s72

T S S

Ked dosadime jednotky z tabulky do rozmerovej rovnice
1] = [kgs92)°[m2)"[r]", (9)

dostaneme
s = kg™’ . m3ty . g7 (10)

Téato rovnica je splnend, ak a = —1/2, 8 =1/2 a v = 3/2. Takze

mgz

T = 32 :
Kgs9z

(11)

Podla principu ekvivalencie je gravitacny naboj umerny (pri vhodnej volbe jednotiek rovny)
hmotnosti telesa. Ked teda dosadime do (11) vzt'ahy gs = mg a gz = myz, dostaneme

T =% —. (12)
Toto sa lisi od presného vysledku opat’ iba bezrozmernym faktorom 27

1
T = 2mr? [ —. (13)
RMg

Niektoré zavery ohl'adom pohybu planét okolo Slnka sa daji z rozmerovej analyzy ziskat’
presne. Napriklad Keplerov zakon pre pomer obeznych dob dvoch planét

&) -() o4

dostaneme aj z rovnice (12), pretoze v podiele obeznych doéb sa spoloéné konstanty vykratia.



1.3 HJladanie veli¢in, ktoré su doélezité pre fyziku atému

Typicky rozmer atému je a ~ 107'° m. Horny odhad tohoto &isla urobil uz v 18. storo¢i Ben-
jamin Franklin pomocou experimentu s olejom. Rozlial 5 cm? oleja na vodnt hladinu. Vd'aka
povrchovym napéatiam sa olej na vode snazi rozliat’ na ¢o najvacsiu plochu, ktora je limitovana
tym, ze hrubka olejovej vrstvy nemdze byt mensia ako velkost’ molekil oleja. Franklinov olej sa
rozlial na plochu 0,2 ha. To znamend, Ze hriibka olejovej vrstvy bola okolo 2,5 x 107 m.

Ked pozname typicky rozmer atému, mozeme rozmerovu analyzu pouzit’ na hl'adanie veli¢in,
ktoré maju urcujici vplyv na velkost” atémov. Na zaciatok bud'me konzervativni a pozrime sa,
aky odhad velkosti atomu by sme dostali pouzitim veli¢in a konstant klasickej fyziky 19. storocia.
Pri Planetdrnom modeli (ako uz samo meno naznacuje) je situdcia analogicka ako pri obiehani
planét okolo Slnka. Ocakavame preto, ze podstatnymi velicinami budd hmotnost’ elektronu m, a
elektrické néboje elektrénu a jadra v stcine e? = ¢2/(4meg). Rovnica

[a] = [me]*[e*)" (15)

vedie na
m = kg® . m37 . 572, (16)

Tato rovnica vSsak nema pre «, S rieSenie, ¢o ani nie je prekvapujice, ked’ si uvedomime, ze ani
Slnecnd ststava nema svoj typicky rozmer, ktory by bol urceny prit’azlivost’ou Slnka a hmotnost'ou
planét. Lubovolne t'azké planéty (alebo umelé druzice) si moézu obiehat’ okolo Slnka v I'ubovolnej
vzdialenosti.

Ak sme teda neuspeli pri vysvetl'ovani velkosti atému s klasickou fyzikou 19. storoc¢ia, musime
sa poobzerat’ po nejakych novinkdch na trhu. A v dobe, o ktorej je re¢, sa vynorili hned” dve
nové konstanty; rychlost’ svetla ¢ a Planckova konstanta h. Skisme to najskor s rychlost'ou svetla.
Tato konstanta by zrejme vstipila do hry, ak by elektréon v atéme bol relativisticky objekt a ak by
vysvetlenie vel’kosti atému malo korene v relativistickych javoch. Jednotky a hodnoty dolezitych
veli¢in zhrnieme v nasledujicej tabulke.

veli¢ina jednotka rozmer hodnota
Me kg kg 9,1 x 1073
e?=¢q*/(4meg) | N-m? |kg-m?-s72]23x107% (17)
c m-s ! m-st 3 x 108
a m m ?

Rozmerovou analyzou odvodime pre a vzorec

2

e
= . 18
“= (18)
Po dosadenti ¢iselnych hodnot dostaneme
a~3x107"% m. (19)

Tato hodnota je o 5 rddov mensia ako je typicky rozmer atomu. Zd&a sa teda, ze relativistické
efekty nie st zodpovedné za velkosti atémov.



Skusme to teraz s Planckovou konstantou

’ veli¢ina ‘ jednotka rozmer hodnota
Me kg kg 9,1 x 1073¢
e?=¢q*/(4meg) | N-m? |kg-m?-s72]23x10"% (20)
h J-s |kg-m?-s71|1,1x1073
a m m ?

Z rozmerovej analyzy dostaneme

h2
_ 21
“= (21)
¢o po dosadeni ¢iselnych hodnot da rozmer
a~0,4x107" m. (22)

Toto cislo uz spfﬂa nase ocakavania. Mohlo by to znamenat’, Ze sa ndm podarilo identifikovat’
klicové veliciny pre vypocet rozmeru atéomu a ze novym fundamentalnym parametrom fyziky
mikrosveta na urovni atémov je Planckova konstanta .

Zaujimavé bude tiez ziskat’ odhad pre typické rychlosti a energie elektréonu v atéome. 7
rozmerovej analyzy dostaneme

2

v:%%2x106m-s’1%0,007c (23)
a2 4
E=" ~4x107® Ja 250V, (24)
h

Vidime, ze typickd rychlost’ elektrénu v atéme je vel'mi mald v porovnani s rychlost'ou svetla.
To je v sulade s predoslym zistenim, ze ¢ nie je dolezitym parametrom pre opis atému. Odhad
typickej energie dava tiez uspokojujucu hodnotu, ked zvazime, ze vazbova energia elektronu v
atoéme vodika je 13,5 eV.

Vidime, ze vd’aka rozmerovej analyze sme dostali najzakladnejsiu predstavu o javoch a ¢islach,
ktoré budu dolezité pre vybudovanie skutocnej tedérie schopnej opisat’ svet na irovni jednotlivych
atomov. 7 doteraz zistného mozme povedat’, ze v tejto novej tedrii bude vel'mi dolezitu ulohu
zohravat’ Planckova konstanta a ze pri jej budovani budeme asi niiteni prekroc¢it’ hranice platnosti
klasickych fyzikdlnych teorii 19. storocia.

21 eV je energia, ktort ziska elektrén, ked’ ho urychlime potencidlovym rozdielom 1 V. Menovite 1 eV= 1,602 x
10719 J.



